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 يستحليل تنش اطراف تونل توسط نگاشت همد

 
 *لنجانی مهدی زمانی

 

 دانشگاه یاسوج دانشکده فنی و مهندسی،  ،عمرانمهندسی گروه استادیار 
 

 (0/0/67، نشر آنلاین: 0/0/67 :پذیرش، 03/7/69 :دریافت)

 

  چکيده

ای ههای تحلیلی است. شاید بتوان گفت در بین روشاده از روشمهم در طراحی تونل در مهندسی مکانیک سنگ و ژئوتکنیک استف هاییکی از روش

بی مربوطه های نسست که وضعیت تنش و تغییر شکلا خاطر آنه تحلیلی استفاده از توابع پتانسیل مختلط جهت این منظور مزایای شایانی دارد. این ب

تر تای و مربعی معمولأ راحهای با مقاطع یکنواخت و ساده از قبیل دایرهای تونلشوند. توابع پتانسیل مختلف برزمان محاسبه میطور همه در اطراف تونل ب

قاطع آیند. در اینجا اگر بتوان از مدست نمیه صورت مستقیم به ای، بیضوی و نعل اسبی بهای مثلثی، ذوزنقهکه برای تونل اند، در صورتیقابل تعیین

صورت با استفاده از جایگزینی تبدیل فوق در توابع  دست آورد، در اینه تری بقاطع اولیه و یکنواختها توسط نوعی انتقال یا تبدیل، مپیچیده تونل

حقیق کار رفته در این ته شود. تبدیل بهای با مقاطع پیچیده میسر میپتانسیلی مختلط موجود، محاسبه وضعیت تنش و تغییر شکل در اطراف تونل

های زیرزمینی و مکانیک سیالات کاربرد های مختلف مهندسی از قبیل مکانیک سنگ، مهندسی آبدر شاخهباشد که به حجم زیاد نگاشت همدیس می

 های با مقاطع نعل اسبی،های همدیس، برای تونلهای همدیس موجود برای مقاطع ساده تونل ارائه و بررسی گردیدند. سپس نگاشتدارد. در اینجا نگاشت

 . باشند، تعیین گردیدندهای راهسازی و معدنی میای که دارای بیشترین کاربرد در طراحی تونلهقو ذوزنای، نیم بیضی بیضوی، نیم دایره
 

 .معکوس نگاشت، همدیس، توابع پتانسیل مختلط، تبدیل سازی،تونل :هاکليدواژه

 
  مقدمه -8

روشی که توسط آن منحنی یا مناطقی از یک صفحه را بتوان 

ا فحه دیگر توسط توابع تحلیلی تصویر یبه منحنی یا مناطقی از ص

باشد. نگاشت به مقدار زیاد در تبدیل نمود در محدوده نگاشت می

ها یا مناطقی که دارای حل معادله دیفرانسیل لاپلاس با دامنه

 0رود. نگاشت همدیسکار میه ای دارند، بشکل هندسی پیچیده

روند  ها وتبدیل یا انتقالی است که توسط آن زوایای بین منحنی

و تصویر ) دامنه و برد( یکسان  أیا جهت دوران در دو صفحه مبد

توان . توسط نگاشت همدیس میJeffrey (0330) ثابت می ماندو 

توابع هارمونیک و بای هارمونیک )هارمونیک دوگانه( را از یک 

صفحه به توابع هارمونیک یا بای هارمونیک در صفحه یا صفحات 

ندسی مه توان بسیاری از مسائلبا ابزار فوق میدیگر تصویر نمود. 

دو بعدی در حیطه معادلات لاپلاس و بای هارمونیک در مناطق با 

های غیر هندسی و پیچیده را حل نمود. قلمروهای دارای شکل

حل در اینجا توسط نگاشت همدیس یک تابع آنالیتیک به تابع 

برای  سشت همدیپذیر خواهد بود. کاربرد نگاآنالیتیک دیگر انجام

های مکانیک سنگ، تئوری دو بعدی در رشته بسیاری از مسائل

آل، الکترواستاتیک و جریان سیال الاستیسیته، حرکت سیال ایده

باشد. کارآئی اصلی و واقعی آن در تبدیل های زیرزمینی میآب

ی هامناطق با مرزهای پیچیده به مناطق با مرزهای ساده و با شکل

توان این توسط نگاشت همدیس می ت. بنابرهندسی ساده اس

مسائل عملی دو بعدی در رابطه با توابع لاپلاس و ایری و در مناطق 

 هایکه حل ها و مرزهای پیچیده را حل نمود. با توجه به آنبا شکل

های معادلات لاپلاس و هارمونیک دوگانه برای مناطق با شکل

ه از نگاشت همدیس صورت تحلیلی وجود دارد با استفاده ساده ب

تر حل تحلیلی معادلات تبدیل مناطق پیچیده به مناطق ساده و

 گردد.گونه مناطق هموار میفوق برای این

 

 نگاشت همديس -5

و در  0zدر  pبا محل تقاطع  2cو  1cفرض کنیم دو منحنی 

 صورته اگر معادلات پارامتریک دو منحنی ب وجود دارند. zصفحه 

)t(1+iy(t)1=x)t(1z و )t(2+iy)t(2=x)t(2z  فاصلهدر bta   در

یک تابع آنالیتیک  zf)( و a=t مربوط به pنظر بگیریم، نقطه 

 باشد.  w=f(z) صورته و ب zاز صفحه  Dیک در قلمرو ه یک ب
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’به  2cو  1cهای تبديل منحنی -8شکل 

1c 2’وc  تحت تابع

 w=f(z) نگاشت
 

را به یک نقطه  Dهر نقطه از قلمرو w=f(z) اشت همدیس نگ

ای هکند )تصویر منفرد(. بنابراین منحنیتصویر می wاز برد صفحه 
’1c  2’وc 1های تبدیل منحنیc  2وc  در صفحهw باشند که محل می

بر  zدر صفحه  2cو  1cهای (. منحنی0است شکل ) ’pتقاطع آنها 

توسط ضابطه  2c’و  w ،’1cحه های مربوطه در صفروی منحنی

)z(f=w 1’توان گفت شوند، یا میتصویر میc  1تصویرc  2’وc  تصویر

2c  توسط تابع انتقال)z(f=w  از صفحهz  به صفحهw باشندمی 

McMahan (0332.) 

 

 انتقال و دوران -3

توسط انتقال در صفحه  a+ib0z= که جایی 0w=z+z تابع ساده

z رگیریکاه شود. با ببیان می z=x+iy  0وz  در معادلهw توان می

در صفحه  p(x,y) . هر نقطه به مختصاتw=(x+a)+i(y+b) نوشت

z  به اندازهa  واحد در جهت افقی و مثبت محور حقیقی و به انداره

b  در جهت عمودی و مثبت محور موهومی منتقل و به واحد

 . اگرMcMahan (0332)آید در می p'(x+a,y+b) وضعیت جدید

باشد انتقال آن  الف( -0)منطقه مورد بررسی در صفحه در شکل 

تابع  نشان داده شده است. ب( -0) در شکل z+zw=0 توسط تابع

ziewابتدائی   تواند به صورت دوران ساده به اندازه میα  در

irezجهت مثبت محورها بیان شود. اگر   ت توان نوشآنگاه می
)(irew  بنابراین در صفحه .w  هر نقطه از دوران نقطه مشابه

 (.(0شکل ))آید به دست می αبه اندازه زاویه  zدر منطقه یا صفحه 

 

 
 )الف(                                         )ب(

  ،0z+z=w نگاشت نوع انتقال توسط تابع -5شکل 
 منطقه نگاشت يافته ، ب(منطقه مورد بررسیالف( 

 
 ziae=w نگاشت از نوع دوران توسط تابع -3شکل 

 

𝑤هنگامی که تابع انتقال توسط تابع  = 𝑐1𝑧  1که در آنc  عدد

 ورتــتوان به صبیان شود آن را می ،باشدمختلط می

𝑤 = 𝜌𝑒𝑖𝛼𝜌𝑒𝑖𝜃 = 𝜌𝑒𝑖(𝛼+𝜃)  نوشت. در این حالت علاوه بر دوران

یابند برابر افزایش طول می ρاندازه ها به مقدار  zر صفحه قلمرو د

خواهند داشت. تابع انتقال فوق حالت خاصی  ρنمائی برابر یا بزرگ

ترین نگاشت همدیس با است که ساده 2c+z1c=w از تابع انتقال

-های دوران، انتقال و بزرگباشد که آن وضعیتانتقال خطی می

اعداد مختلط  2cو  1cکه  است. جائیمان را دارزمنمائی به طور ه

، Johnson)( و Silverman  ،0339و Ponnusamy)باشند می

0300.) 

 

 های همديس قابل استفاده در مکانيک سنگنگاشت -9
اطراف مقطع یک سازه   که وضعیت تنش در دلیل آنه ب تونل

توان توسط تحلیل زیرزمینی مخصوصا یک تونل طولانی را می

ک وضعیت تنش دریو بعدی بیان کرد، بنابراین تنش الاستیک د

تحت میدان تنش یک محوری  صفحه فلزی با سوراخ مشابه مقطع

و دو محوری برابر، مشابهت نزدیک با وضعیت تنش در اطراف سازه 

ای با توجه به شکل های با مقاطع دایرهزیرزمینی داراست. تونل

ر تیکنواخت تر و توزیع تنشهندسی یکنواخت آنها، حفاری راحت

ها از نظر شکل و کامل بودن هستند. از طرف دیگر ترین تونلساده

وسط ای شکل تهای دایرهتحلیل تنش و تغییر شکل در اطراف تونل

ریقی طه تر و امکان پذیرترند. اگر بهای تحلیلی مختلف آسانروش

-های با مقاطع دیگر و پیچیده را تبدیل به مقاطع دایرهبتوان تونل

ای همود توزیع تنش و تغییر شکل در اطراف آنها توسط روشای ن

 این تحقیق برای مقاطع بیضی شکل، باشد. درتحلیلی میسر می
ای شکل بیضی و ذوزنقهای، نیمدایرهمستطیلی، مثلثی، سهمی، نیم

 .شوندارائه می های مربوطه مطابق زیرتبدیل و انتقال

 

 های بيضی شکلتونل -9-8
𝑧 ای اولین بار رابطهاستیونسون بر = 𝑐 cosh 𝜁  را برای نگاشت

𝜁دست آورد، که در آن ه همدیس بیضی ب = 𝜉 + 𝑖𝜂  مختصات

𝑧و  wقطبی در صفحه  = 𝑥 + 𝑖𝑦  مختصات کارتزین در صفحه

 (. Stevenson، 0600) است zمختلط 
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 نگاشت همديس تونل با مقطع بيضی شکل برای -9شکل 

5و  4/8، 8، 0 های 

 

z،𝑥که با بسط رابطه فوق برای متغیر مختلط  طوریه ب =

 𝑐 cosh 𝜉 cos 𝜂 و 𝑦 = 𝑐 sinh 𝜉 sin 𝜂 . 

طور مکرر برای نگاشت همدیس مقاطع ه رابطه دیگر که ب

باشد که توسط ( می0کار رفته معادله )ه های بیضوی بتونل

Muskhelishvili  وTimoshenko ت ــده اســـشاده ـــاستف

(Muskhelishvili (0600)؛ Timoshenko  وGoodier (0620)) . 
 

(0)                     𝑧 = 𝑅 (𝜁 +
𝑚

𝜁
)    ,   𝑅 > 0    ,   0 ≤ 𝑚 ≤ 1 

 

𝜁که در آن  = 𝜉𝑒𝑖𝜂  و نیم قطرهای بیضیa  وb برابر 

𝑎 = 𝑅(1 + 𝑚)  و𝑏 = 𝑅(1 − 𝑚)  است. برحسبa  وb 

 ند از:عبارت mو  Rپارامترهای 

 

𝑅 =
𝑎+𝑏

2
     ,   𝑚 =

𝑎−𝑏

𝑎+𝑏
                                                        (0 )  

 

 b=2mو  a=4mعنوان مثال برای تونل بیضی شکل به ابعاد به 

می باشند. نگاشت مربوطه  R=3و  m=1/3پارامترهای فوق برابر 

 شود.( مشاهده می0است که در شکل )

 توان نوشت:( می0در معادله ) گزینی مقدار با جای
 

(0) 𝑥 = 𝑅 (𝜉 +
𝑚

𝜉
) cos 𝜂    ,    𝑦 = 𝑅 (𝜉 −

𝑚

𝜉
) sin 𝜂                    

 

 های مربعی و مستطيلی شکلتونل -9-5

Savin (0690 ) برای نگاشت همدیس مقطع مربعی شکل

ای جمله خلاصه شده از سری چند دست آورد و آنه ( را ب0معادله )

 .است نهایت و بر حسب تابع با تعداد جملات بی
 

(0) 𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝜁 −
1

6
𝜁−1 +

1

56
𝜁−3)                                    

 

است که آن توسط  2.35R=مقدار  4mعرض ه برای تونل مربعی ب

جایگزینی  ie ( ب0در معادله ) آید. نگاشت حاصله دست میه

های مستطیلی افقی و شود. نگاشت تونل( ملاحظه می0در شکل )

-دست میه ( با ضرائب متفاوت ب0عمودی از سری مشابه معادله )

های متفاوت های طول به عرضنسبت آید که این ضرائب برای

ص و با نسبت باشند. در مورد مقطع مستطیلی خامتغیر می

23.
b

a
 ( تبعیت می0تابع انتقال از معادله ).نماید 

 

(0) 
 

در معادله فوق توسط طول تونل مستطیلی محاسبه  Rپارامتر 

باشد. می R=2.4برابر  6.2mشود. مقدار آن برای تونل به طول می

( 9( و برای مقطع فوق در شکل )0نگاشت مربوط به معادله )

 شود.می مشاهده

 

 
 

 نگاشت همديس تونل با مقطع مربعی شکل -4شکل 

 

 
 

 نگاشت همديس تونل با مقطع مستطيلی شکل -9شکل 
 

 های گردتونل مثلثی شکل با گوشه -9-3

های با مقطع مثلثی شکل رابطه نگاشت همدیس برای تونل

 Savin( ارائه شده است 9صورت معادله ساده )ه توسط ساوین ب

(0690). 
 

(9                           )𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝜁 +
1

3
𝜁−2 +

1

45
𝜁−5)    

 

)038.0125.05.0()( 531    Rwz
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 همديس تونل با مقطع مثلثی شکل نگاشت -4 شکل

 

 R=2.95مقدار  5mکه برای تونل مثلثی به ارتفاع  طوریه ب

( برای مقطع مثلثی در شکل 9باشد. نکاشت همدیس معادله )می

باشد طور که در شکل مشهود می همان ( نشان داده شده است.7)

( محور در 9جهت استفاده از تقارن مقطع و برای تعیین معادله )

صورت سادگی  جهت عمودی در نظر گرفته شده است. در غیر این

( 9) دار خواهد شد. ضرائب معادلهنگاشت همدیس فوق خدشه

ول و عرض نقاط سطحی تونل و مقدار نسبت ط بستگی به میزان و

R ه اندازه یا بزرگی سطح مقطع تونل دارد.بستگی ب 

 

 تونل با مقطع سهمی شکل و کف مستقيم -9-9
های با مقطع ( را جهت تونل7گرسک نگاشت همدیس معادله )

 .Gercek (0667)کار برد ه سهمی شکل و کف مستقیم ب
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅𝑒−𝑖
𝜋

4[𝜁 + 0.1(1 + 𝑖)𝜁−2 + 0.055𝜁−3]      (7)  
 

-( ولی ساده7ری که توسط نویسنده مقاله مشابه معادله )مدل دیگ

-های درونتر و خلاصه تر برای مقاطع سهمی شکل توسط روش

 شود.( بیان می2یابی ارائه شده است که توسط معادله )
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝑐0 + 𝜁 + 𝑐2𝜁−2)        (2)  

 

رائی باشد. نگاشت همدیس امی 0.1522c=و  0.0370c=که در آن 

 3/0و  70/3، 0/3، 3های  ξ( برای 2( در شکل)2توسـط معادله ) 

 شود.دیده می

 

 
نگاشت همديس تونل با مقطع سهمی شکل و کف  -1شکل 

 مستقيم

( 2) مطابق شکل xاز تقارن مقطع سهمی شکل حول محور 

که این امر  ( استفاده شده است در صورتی2) جهت تعیین معادله

دست  هتری بنرفته و در نتیجه معادله پیچیدهکار ه ( ب7) در معادله

 R=2/7( مقدار2) کار رفته در شکله آمده است. در مقطع تونل ب

ر د های با مقطع سهمی شکل و کف مستقیم اکثراًباشد. تونلمی

روند و نسبت به مقاطع دیگر کار میه کارهای راهسازی و معدنی ب

نگاشت همدیس  طور کلی معادلاته ب دارای ارجحیت می باشند.

های با مقاطع پیچیده و غیر هندسی از سری زیر متابعت برای تونل

 کنند.می
 

(6)                                  𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝜁 + ∑ 𝑎𝑖𝜁−𝑖𝑛
𝑖=1 ) 

 

توان به شکل واقعی با افزایش تعداد جملات سری فوق می

باشند و اعداد مختلط می iaمقطع تونل دست یافت. ضرائب 

سازی با استفاده از سری فوریه ای تخمین و یا بهینههتوسط روش

اند. آنها بیانگر ارتباط بین مختصات طولی و عرضی قابل محاسبه

طور کلی نمایانگر چگونگی شکل مقطع ه نقاط مقطع تونل یا ب

 چکی ومقدار حقیقی است که نشانگر اندازه )کو Rباشند. تونل می

 باشد.بزرگی( سطح مقطع تونل می

 

 ایدايرهتونل با مقطع نيم -9-4
های با ساوین نگاشت همدیس معادله زیر را جهت تونل

مختصات واقع در مرکز ثقل تونل و  أی و با مبدامقاطع نیم دایره

 .ها عمود بر قطر تونل در نظر گرفت xمحور 
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝜁 + 𝑎1𝜁−1 + 𝑎2𝜁−2 + 𝑎3𝜁−3 + 𝑎4𝜁−4

+ 𝑎5𝜁−5) 
(03)  

، 0.3121a ،0.156-=2a ،0.050-=3a=که در معادله فوق 

=0.00194a  0.0155=وa  است. نگارنده مقاله مدل دیگری جهت

دست آورد ه ( ب00صورت معادله )ه ای و بنگاشت مقاطع نیم دایره

محور  xجا محور تری است. همچنین در اینکه دارای ضرایب کم

 باشد.سمت سقف تونل میه تقارن تونل و جهت مثبت آن ب

 
𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑐0𝜁 + 𝑐1𝜁−1 + 𝑐2𝜁−2 + 𝑐3𝜁−3 + 𝑐4𝜁−4 

(00) 

 و 10.1130c ،3.144-=1c ،=1.5782c ،0.5-=3c=که در آن 

0.02-=4c متر است. نگاشت  00شعاع ه ای بدایرهبرای تونل نیم

های دایرهشود. در شکل مذکور ( مشاهده می6اصله در شکل )ح

، 3های  𝜉 مربوط بههای  𝜉و  های ثابت 𝜉هم مرکز در مختصات 

ه هر یک ب و های ثابت 𝜂با  و خطوط شعاعی 3/0و  0/3، 00/3

 باشند.درجه می 02فاصله 
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 ایدايرهنگاشت همديس تونل با مقطع نيم -4شکل 

 

 بيضیع نيمتونل با مقط -9-9
که دارای شکل  دلیل آنه های با مقطع نیم بیضی بتونل

ای هستند تعیین تابع نگاشت آنها مشکل و نیاز به ایجاد پیچیده

باشد. ادبیات و سوابق کاری در این زمینه سری طولانی می

دهد و کار گونه مقاطع نشان نمی هیچگونه مدلی را برای این

ه است. حداقل نگارنده نتوانسته چندانی بر روی آن انجام نگرفت

 ههیچگونه دسترسی به منابع آن در صورت وجود حاصل نماید. ب

هر حال در اینجا به سه تابع نگاشت که توسط نگارنده و با استفاده 

 شود.یابی ابداع شده است، اشاره میهای عددی دروناز روش

 

 8مدل  -9-9-8

ت نگاشت تونل با جه (03) در اینجا از فرم استاندارد معادله

مطابق  b=4 mو  a=6 mمقطع نیم بیضی با مشخصات نیم اقطار 

 ( استفاده شده است.00معادله )
 

(00)         𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑎0 + 𝑝𝑒𝜁 + 𝑞𝑒−𝜁 + ∑ 𝑎𝑘
22
𝑘=2 𝑒−𝑘𝜁 

 

که  شود، جائی( مشاهده می0ضرائب معادله فوق در جدول )

0a p q  و 
1a p q   های نگاشت با منحنی𝜉  و𝜂  ثابت در

𝜉  شود.( مشاهده می03در شکل ) 3/0و 70/3، 0/3، 00/3، 3های 
 

 بيضی( برای مقطع نيم85ضرائب معادله نگاشت ) -8جدول 
 مقادیر ضرائب  مقادیر ضرائب

a0 003/3   a11 - 362/3  

a-1 006/0   a12 300/3  

a1 - 200/3   a13 320/3  

a2 003/3   a14 - 367/3  

a3 000/3   a15 - 307/3  

a4 - 077/3   a16 000/3  

a5 - 327/3   a17 - 327/3  

a6 000/3   a18 - 077/3  

a7 - 307/3   a19 000/3  

a8 - 367/3   a20 003/3  

a9 320/3   a21 - 200/3  

a10 300/3   a22 003/3  

 
 8ی مدل تونل با مقطع نيم بيضنگاشت همديس  -80شکل 

 

 5مدل  -9-9-5
 :در این مدل از معادله زیر جهت نگاشت استفاده شده است

 

𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑎0 + 𝑝1𝑒𝜁 + 𝑞1𝑒−𝜁 +

∑ (𝑝𝑘𝑒−(𝑘+1)𝜁+𝑘𝜁 + 𝑞𝑘𝑒−𝑘𝜁)11
𝑘=2 + 𝑞12𝑒−13𝜁+12𝜁        (00)  

 

که  جائی
iii qpa   و

iii qpb   0پارامترهایa  12الیa  و

1b  11الیb دست آورد. آنها توسط ه ( ب0توان از جدول )را می

ه بیضی بکارگیری سری فوریه در مقطع نیمه نگاشت عددی و ب

 دست آمدند.

 

 بيضی( برای مقطع نيم83ضرائب معادله نگاشت ) -5جدول 
 مقادیر ضرائب  مقادیر ضرائب

a0 003/3   1b 360/0  

a-1 027/0   2b - 306/3  

a1 003/3   3b - 009/3  

a2 - 006/3   4b 037/3  

a3 - 307/3   5b 030/3  

a4 007/3   6b - 002/3  

a5 - 309/3   7b - 393/3  

a6 - 000/3   8b 002/3  

a7 300/3   9b - 032/3  

a8 300/3   10b - 003/3  

a9 - 390/3   11b 023/3  

a10 - 307/3     

12a 300/3     
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 5بيضی مدل نگاشت همديس تونل با مقطع نيم -88شکل 

 

 3مدل  -9-9-3

با توجه به پیچیده بودن و طولانی بودن معادلات نگاشت مدل 

ر، تالامکان از معادلات با سری کوتاهسعی گردید حتی 0 و 0های 

( 00هت این منظور استفاده شود. معادله )تر جتر و کاربردیساده

 دست آمد.ه ای بوسط نگاشت مرحلهبا توجه به اهداف فوق و ت
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) =
1 + 𝑓

2
(𝑐0𝑒𝜁 + 𝑐1𝑒−𝜁 + 𝑐2𝑒−2𝜁 + 𝑐3𝑒−3𝜁

+ 𝑐4𝑒−4𝜁)

+
1 − 𝑓

2
(𝑐0𝑒𝜁 + 𝑐1𝑒−2𝜉+𝜁

+ 𝑐2𝑒−4𝜉+2𝜁 + 𝑐3𝑒−6𝜉+3𝜁

+ 𝑐4𝑒−8𝜉+4𝜁) 

(00)  

𝑓 که در آن =
𝑎

𝑏
بیضی( های اقطار بزرگ و کوچک نیم)نسبت 

000/30=0c ،000/0-=1c ،072/0=2c ،0/3- =3c  4=30/3وc 

برای  b=4mو  a=6 mابعاد ه بیضی فوق بباشند. نگاشت نیممی

 𝜂و در  0/0و  7/3، 00/3، 020/3، 3های  𝜉در  𝜂و  𝜉مقادیر ثابت 

 شود.هده می( مشا00درجه در شکل ) 093، ... و 03، 00، 3های 

 
 3بيضی مدل نگاشت همديس تونل با مقطع نيم -85شکل 

 
 اینگاشت همديس تونل با مقطع ذوزنقه -83شکل 

 

 ایتونل با مقطع ذوزنقه -9-4
های با ( را برای تونل00ســـاوین معادله نگاشـــت همدیس )

ــای ارائمقاطع ذوزنقه . در معادله مذکور Savin (0690)ه کرد ـــ

ــات  مبداً ها محور تقارن  xدر مرکز ثقل تونل بوده و محور مختص

ــد. جهت مثبت محور تونل می در امتداد عمود بر قطر تونل  xباش

 .طرف سقف استه و ب
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(−0.0086 + 𝜁 + 0.0167𝜁−1 + 0.058𝜁−2

− 0.1505𝜁−3 − 0.0109𝜁−4) 
(00) 

ب ترتیه رگ بهای کوچک و بزای به ابعاد قاعدهذوزنقه ـونلبرای ت

ــم R=2/186متر مقدار  0متر و ارتفاع  0و  0 . نگاشت باشــدیــ

 شود.مشاهده می( 00همدیس آن در شکل )

ه های کوچک و بزرگ بای به ابعاد قاعدهونل ذوزنقهــــبرای ت

ــد. یـــــم R=2/186متر مقدار  0متر و ارتفاع  0و  0ترتیب  باش

 شود.مشاهده می( 00نگاشت همدیس آن در شکل )

با استفاده از توابع نگاشت همدیس برای مقاطع غیر هندسی 

توان وضعیت تنش و ای، میو پیچیده و تبدیل آن به مقاطع دایره

 های زیرزمینی تعیین نمود. برای اینتغییر شکل را در اطراف سازه

که شرائط  𝜓(𝜁)و  𝜑(𝜁) کار از توابع پتانسیل مختلط مربوطه

شود. نمایند، استفاده میصدق می مرزی تنش میدانی در آنها

معادلات تنش و تغییر شکل بر حسب توابع پتانسیل مختلط فوق 

 ،(Muskhelishvili، 0600)باشند صورت معادلات زیر میه ب

(Savin ،0690،) (Timoshenko و Goodier ،0620)  و(Gercek، 

0667.) 
 

(09)                                           𝜎𝜉 + 𝜎𝜂 = 4𝑅𝑒{𝜑′[𝑤(𝜁)]} 
 

𝜎𝜂 − 𝜎𝜉 + 2𝑖𝜎𝜉𝜂 =
2𝜑2(𝜁)

𝜉2𝑤′(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  {𝑤(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝜑"(𝜁) [𝑤(𝜁) +

𝑤′(𝜁)𝜓"[𝑤(𝜁)]]} (07)                                                   
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2𝐺(𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝜒𝜑(𝜁) − 𝑤(𝜁)
𝜑′(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑤′(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝜓(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅                     (02)  

 
 ـ 𝜎𝜉𝜂و  𝜎𝜉 ،𝜎𝜂 در معـادلات فوق  ــعاعی، ترتیـب تنش ه ب های شـ

ــازه زیر زمینی،  ــی در اطراف ســ تغییر  vو  uمحیطی و برشـ

و خط تیره بر روی توابع مختلط  yو  xهای طولی در امتداد شکل

ع ضریب پواسون و تاب xنشـانگر مزدوج مختلط آنها است. پارامتر  

ــفحــه ــت. و برای کرنش  (1+v)(v-3)ای برابر برای تنش صـ اسـ

 باشد.می x=3-4v ای برابرصفحه

ــط 0300کارگر و همکاران ) ( یک روش نیمه تحلیلی و توسـ

ــتوابع پتانسیل مختلط برای تعیین تنش اطراف تون غیر  هایلــ

 بع نگاشتسازی آنها از تادار ارائه کردند. در فرمولای پوششدایره

. زمانی استخلیشویلی استفاده شدهو توابع پتانسیل مختلط ماس

در اطراف تونل مربعی را ( توزیع تنش محیطی 0060و همکاران )

شـکل و با استفاده از روش تحلیلی و توابع پتانسیل مختلط ارائه  

طور مفصل در مقاله مذکور برای ه سازی مدل ارائی بدادند. فرمول

ــام خواننتعقیب گام به گ آنها از توابع  شــده اســت. دگان آوردهــ

ــت دو ــهجمله نگاشـ ای برای انتقال جملهای و چهارجملهای، سـ

ــکل دایره ــتفادهمقطع مربعی تونل به ش نمودند. همچنین  ای اس

نشـان دادند که، با افزایش جملات تابع نگاشـت و کوچک شــدن   

ــه ــههای تونل، میزان تمرکز تنش در زاویه انحنای گوشـ ها گوشـ

ــزمانیابد. افزایش می سازی ( با ارائه فورمول0069ی و عالمی )ــ

ع شکل و با استفاده از تابهای بیضیکامل توزیع تنش اطراف تونل

ای هنگاشـت اسـتیونسـون ارائه نمودند. آنها نشان دادند که تنش   

شعاعی و محیطی در اطراف تونل توسط دو روش تحلیلی استفاده 

ن یکســا کاملاًخلیشــویلی تیونســون و ماساز توابع نگاشــت اســ

ــرائط متفاوت تنش می ــند. این هماهنگی برای ش های برجا و باش

 میدانی اطراف تونل بیضی شکل وجود دارد.

های تحلیلی در این موارد مند به روشخوانندگان علاقهبرای 

ــکل علاوه بر منابع  های دایرهتوانند برای تونلمی ــی ش ای و بیض

و  Exadahtyls ؛Verruijt (0667) ؛Wang (0332)و  Liفوق به 

 Gao ؛Aslani (0336) ؛Batista (0300) ؛(0330) هـمکــاران 

و  Kargar ؛Sharan (0337) ؛Kim (0339)و  Park ؛(0669)

های مثلثی، مربعی و تونـل  (0060)و عـالمی   (0300)همکـاران  

و  Huo ؛Savin (0690) ؛Muskhelishvili (0600)مستطیلی به 

های سهمی شکل و و تونل (0060)و امجدیان  (0339) ارانهمک

و  Kargarو  Gercek (0667)غیر دایروی در انواع مختلف بــه 

 مراجعه نمایند.  (0300) همکاران

 

 گيری و پيشنهاداتنتيجه -4

های مکانیک سـنگ،  بسـیاری از مسـائل مهندسـی در زمینه   

بااستفاده از  های زیرزمینی، مکانیک سـیالات و انتقال حرارت آب

کارگیری نگاشــت همدیس و توابع پتانســیل مختلط قابل حل ه ب

و  ζ به مختصــات zهای حاصــله از مختصــات باشــند. نگاشــتمی

ــبالع ــدهکس یک ارتباط یک به یک ارائه میــ د. بنابراین قابل ــ

باشــند. در این انتقال می( 02( و )07) (،09کاربرد در معادلات )

ــفحه  ه ـزوایـای بین منحنی  ثابت  ζو  zای پـارامتریک در دو صـ

کنند و نگاشــت همدیس اســت. همدیس باشــند و تغییر نمیمی

های پارامتریک در مراحل قبل و بعد از انتقال امکان بودن منحنی

ازد. سحل تحلیلی توسط توابع مختلط و غیر مختلط را فراهم می

ال تقی یا انــــبا توجه به پیچیدگی مقطع تونل از نگاشــت ترکیب

توان اســـتفاده کرد. تر میای برای تبدیل به مقاطع ســـادهمرحله

ــبرای مقطع خاص از ت ونل امکان تعیین چندین نگاشت وجود ــ

ــدارد. بنابراین معادل ه مربوطه منحصـر به فرد نیست. انتقال از  ــ

منطقـه محـدود بـه منطقـه غیر محـدود و بـالعکس همچنین از       

 باشد. بادیگر میسـر می  منطقه غیر محدود به منطقه غیر محدود

ــکه تون توجه به آن های زیرزمینی در یک منطقه نیمه محدود لـ

اند، بهتر است نگاشت آن هم به منطقه )توده سنگ( احداث شده

نیمه محدود باشــد تا بتوان احســاس تعقیب و ردگیری وضــعیت 

ــه مدل   تنش و تمرکز آن را در نقـاط انتقال بهتر فراهم کرد. سـ

 هتر ببیضــی و مدل ســادهرائی برای مقطع نیمنگاشــت همدیس ا

ای قابل کاربرد در تحلیل تنش دست آمده برای مقاطع نیم دایره

باشــند. توابع نگاشــت های مربوطه میو تغییر شــکل اطراف تونل

 دلیله دست آمدند. به فوق توسط روش نگاشت همدیس عددی ب
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1. Introduction 

One of the powerful methods in tunneling design in rock mechanics and geotechnical engineering is 
analytical method. Among the analytical models the best model is the use of complex potential functions one. 
The complex potential method applies conformal mapping. Applications of conformal mappings are made to 
two-dimensional boundary value problems involving rock mechanic, soil mechanic, heat flow, electrostatics 
and ideal fluids. Of particular interest is the ability of conformal mappings to map regions with a complicated 
boundary shape onto regions with a simple boundary shape McMahan (2008). This is because such mapping 
can be used to solve two-dimensional boundary value problems for the elasticity equations in regions of 
complicated shape. The required solution follows directly from the fact that conformal mappings map one 
analytic function into another one. 

 
2. Methodology 

The conformal mapping as one that preserves both the angle between intersecting curves and the sense of 
rotation from one curve to the other Ponnusamy and Silverman (2006). Then proceeds to examine some of the 
most important examples of these mapping to the tunneling structure.  Conformal mappings are shown to map 
a harmonic or biharmonic function in one plane into a harmonic or biharmonic function in another plane, and 
it is this property that is used when boundary value problems for the two-dimensional elasticity equations are 
solved Muskhelishvili (1953). For tunnels with circular or square cross-sections the complex potential 
functions are simple and can be obtained easily Savin (1961). While for other tunnel sections such as triangle, 
ellipse, trapezoid and horseshoe are more difficult. If we can transform the tunnel complex shapes into a 
circular shape by some methods of mapping, then the first step for obtaining the governing potential function 
is done. The mapping that is used for that purpose is called conformal mapping. In this research the conformal 
mapping functions for tunnel sections of semi-circle, semi-ellipse and arch-shaped tunnels are obtained. It is 
clear that the above tunnels sections are the most applicable ones for roading and geotechnical underground 
structures. If the obtaining of conformal mapping functions for semi-elliptic cross section is not simple and easy 
task but in this research at least three functions are obtained by the method of the numerical conformal 
mapping. 
 

3. Results and discussion 

The following conformal mapping function is used for semi-circular tunnel.     
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑐0𝜁 + 𝑐1𝜁
−1 + 𝑐2𝜁

−2 + 𝑐3𝜁
−3 + 𝑐4𝜁

−4                     (1) 
 
Where c0=10.113, c1=-3.144, c2=1.578, c3=-0.5 and c4=-0.02 are for semi-circular tunnel of diameter 13m. The 
governing conformal mapping is shown in Fig. 1. 
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Fig. 1. The conformal mapping of semi-circular tunnel with diameter 13m 

 

For the conformal mapping of semi-ellipse tunnels three models are obtained by the numerical 
approximation method. The model 3 of conformal mapping is more accurate and more powerful and gives the 
smoother curve as Eq. 2. 
 

𝑧 = 𝑤(𝜁) =
1+𝑒

2
(𝑐0𝑒

𝜁 + 𝑐1𝑒
−𝜁 + 𝑐2𝑒

−2𝜁 + 𝑐3𝑒
−3𝜁 + 𝑐4𝑒

−4𝜁) +
1−𝑒

2
(𝑐0𝑒

𝜁 + 𝑐1𝑒
−2𝜉+𝜁 + 𝑐2𝑒

−4𝜉+2𝜁 + 𝑐3𝑒
−6𝜉+3𝜁 +

𝑐4𝑒
−8𝜉+4𝜁)  

                                                             (2) 
Where e=a/b (the ratio of half longer diameter to the half smaller diameter of ellipse), c0=10.113, c1=-3.144, 
c2=1.578, c3=-0.5 and c4=-0.02. Fig. 2 shows the conformal mapping of semi-ellipse tunnel with half diameters 
a=6.0m and b=4.0m.  

 

 

Fig. 2. The conformal mapping of semi-ellipse tunnel with a=6m and b=4.0m 

 
4. Conclusions 

One of the basic steps of the complex variable method for analysis the stress and strain around underground 
structure is to determine the conformal mapping functions. The presented models for different tunnel cross-
sections are sufficient for obtaining the governing complex potential functions. For unsymmetrical cross-
sections of tunnels the multiple conformal mapping should be used. The results show the third model function 
which is used for mapping of the semi-elliptic closed curve is one by one mapping and prefers for the 
calculations of stresses and deformations around and on the surface of tunnel. It is recommended to obtain the 
conformal mapping functions for tunnel sections such as horseshoe, irregular, asymmetrical and uneven 
shapes. 
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