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تحليل خمشی صفحات مستطيلی ضخيم همسانگرد جانبی واقع بر بستر الاستيک دو 

 پارامتری

 
 1و پروانه ناطقی بابگی 0*نیا، بهرام نوائی3غزاله صمدی

 
 کارشناس ارشد سازه، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل 3
 دانشیار گروه سازه، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل0
 دانشجوی دکتری سازه، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل 1
 

 ( 0/0/63، نشر آنلاین: 3/0/63، پذیرش: 3/6/66)دریافت: 

 

 چکيده 

ائه ردر این پژوهش، حل دقیق خمش صفحات ضخیم همسانگرد جانبی واقع بر بستر الاستیک دو پارامتری با استفاده از توابع پتانسیل تغییر مکان ا

 جایی، شش معادله ساختاری وجابه -دستگاه معادلات حاصل از شش معادله کرنشبعدی الاستیسیته، شود. برای این منظور با استفاده از معادلات سهمی

یل جایی، پانزده معادله به دو معادله دیفرانسها بیان شده است. سپس با استفاده از توابع پتانسیل جابهسه معادله تعادل در هم ادغام و بر حسب تغییرمکان

حسب دو تابع پتانسیل تغییر مکان تبدیل گردیدند. حل معادلات حاکم به روش جداسازی متغیرها و اعمال  ای مرتبه دو و چهار مستقل از یکدیگر برپاره

ها و نیز لنگرها در صفحه بر روی بستر دوپارمتری به دست آمدند. ها، برشها، تنشدقیق شرایط مرزی صورت پذیرفته و بر اساس آن پاسخ تغییرمکان

ی دهنده صحت و درستهای موجود مقایسه گردیدند که نشانازک همسانگرد و صفحه نسبتاً ضخیم همسانگرد با جوابنتایج در حالت خاص برای صفحه ن

ک ای، الیاف کربنی و نیز و فولاد به عنوان یباشند. در ادامه رفتار خمشی چهار ماده همسانگرد جانبی منیزیم، اپوکسی گرافیت، اپوکسی شیشهنتایج می

ت تغییرمکان را ترین میزان تغییراترین و کمبا یکدیگر مقایسه شد. نتایج حاکی از آن است که منیزیم و الیاف کربنی به ترتیب بیش ماده همسانگرد کامل

 دهند.در مقابل افزایش ضخامت از خود نشان می
 

 الیاف کربنی. مکان، تغییر سیلنپتا تابع پارامتری، دو الاستیک بستر مستطیلی، همسانگرد جانبی، ضخیم صفحاتها: کليدواژه

 
 دمهمق -8

صفحه واقع بر بستر الاستیک کاربردهای بسیار وسیعی در 

هوافضا، های مختلف مهندسی نظیر عمران، مکانیک، رشته

توان به عنوان نمونه میه ای و دریایی دارد که بمهندسی هسته

های مختلف بر و شالوده سازه های شوسهها یا راهروسازی فرودگاه

نهایت خاک اشاره نمود. از آنجائی که رفتار روی محیط نیمه بی

باشد، ارائه مدلی کامل و جامع و خاک تابع عوامل متعددی می

عوامل اگر غیرممکن نباشد، بسیار پیچیده دربرگیرنده همه 

تری به منظور بیان های سادهباشد. لذا در عمل از مدلمی

ردد که گخصوصیات بستر بر مبنای خاصیت الاستیک استفاده می

های وینکلر، الاستیک پیوسته، توان به مدلاز آن جمله می

و  Costaبرودیچ، هتنی، کرت و پسترناک اشاره نمود ) -فیلوننکو

Brebbia ،3691 مطرح گردیده  3963(. تئوری وینکلر که در سال

و بر اساس رفتار الاستیک خطی استوار است، همچنان مورد توجه 

باشد. این تئوری بستر را با فنرهای الاستیک مدل محققین می

 گیرد به همینکرده و فقط اثر تنش نرمال در بستر را در نظر می

، Winklerباشد )ل از هم میدلیل حرکت عرضی فنرها مستق

سازی و برطرف نمودن این نقیصه، (. برای افزایش دقت مدل3963

-های برشی در بستر را نیز لحاظ میمطرح گردیدند که اثر تنش

ها علاوه بر ضریبی که وینکلر مطرح نمود، کنند. در این مدل

پارامتر جدیدی به منظور برقراری اتصال مکانیکی بین فنرهای 

های دو پارامتری موجود، مدل شود. در بین مدلمطرح می مستقل

پسترناک با در نظر گرفتن اندرکنش برشی بین فنرهای وینکلر از 

(. برای Pasternak ،3611) مقبولیت بیشتری برخوردار است

های پیوسته نظیر تیر و صفحه واقع بر بستر الاستیک تحلیل محیط

 مذکور استفاده شده است.های یک و دو پارامتری از مدل عمدتاً
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Hetenyi (3633 و )Hayashi (3603برای مدل ) سازی تیر

و همکاران  Wangبر بستر الاستیک از مدل وینکلر استفاده نمودند. 

های مختلف بستر الاستیک نظیر وینکلر، ( نیز اثر مدل3669)

 پسترناک و ولاسو را بر پاسخ دقیق تیر تیموشنکو بررسی کردند.

های فوق در تحلیل صفحات واقع بر بستر از مدلاستفاده 

دلیل وجود اندرکنش بین خاک و صفحه از پیچیدگی ه الاستیک ب

وان با تباشد. برای تحلیل صفحات نازک میبیشتری برخوردار می

های برشی در راستای ضخامت تقریب بسیار خوبی از اثر کرنش

ات با حصرف نظر کرد. ولی بدیهی است که پیچیدگی تحلیل صف

های اثر کرنش دلیل اهمیت پیدا کردنه ها بتر شدن آنضخیم

گردد. مطالعات بسیاری در برشی در ضخامت صفحه بیشتر می

خصوص حل صفحات نازک واقع بر بستر الاستیک با استفاده از 

های مختلف تحلیلی، تقریبی و عددی نظیر انتگرال فوریه، روش

 یرفته است.المان محدود و المان مرزی صورت پذ

Bezine (3699،)Leon   وParis (3696 با استفاده از روش )

المان مرزی به تحلیل صفحه کیرشهف واقع بر بستر الاستیک 

Thambiratnam (0223 )و  Huangوینکلر پرداختند همچنین 

له را مورد بررسی نهایت این مسأی از روش باریکه بیگیربا بهره

 قرار دادند. 

Pan  ( نیز برای ارائه راه حل تحلیلی خود 0231)و همکاران

سازی بستر الاستیک استفاده نمود. از تئوری وینکلر برای مدل

( و 3661) Kerrط ــز توسـرناک نیـری پستــدل دو پارامتــم

El-Zafrany  وFadhil (3666 برای تحلیل صفحات نازک واقع )

 بر بستر الاستیک مورد استفاده قرار گرفته است.

های کرنشو دورانی ضخامت ورق اثرات اینرسی  زایشبا اف

قابل صرف نظر کردن نبوده و ورق  برشی در راستای ضخامت

نماید. را با تردید جدی مواجهه مینازک های قتئوری وراستفاده از 

ری های بسیار بیشتهای ضخیم با پیچیدگیاز طرف دیگر حل سازه

این صفحات اغلب  های پیشنهادی برای حلهمراه بوده و روش

 به منظور درباشند. تقریبی و با فرضیات ساده شونده همراه می

های برشی و نیز اینرسی دورانی در صفحات، نظر گرفتن اثر کرنش

های برشی مرتبه اول و مراتب بالاتر توسط محققین مختلف تئوری

مورد بررسی قرار گرفته است. در تئوری مرتبه اول توزیع تنش 

گردد که امکان اقناع ضخامت صفحه ثابت فرض میبرشی در 

د سازشرایط مرزی در سطوح بالا و پائین صفحه را غیرممکن می

که برای جبران این نقیصه یک ضریب اصلاح برش در نظر گرفته 

ضخیم با  تحلیل صفحات نسبتاً .(Szilard ،0221شده است )

یک یک الاستهای ریسنر و میندلین واقع بر بستر استفاده از تئوری

های متنوعی مورد مطالعه قرار گرفته پارامتری وینکلر به روش

 است.

Henwood ( با بهره3690و همکاران ) گیری از سری فوریه و

تئوری مرتبه اول صفحات، مسئله فوق را بررسی کردند. در ادامه، 

حل صفحه میندلین واقع بر بستر وینکلر به فرم فوریه و لوی توسط 

Voyiadjis ( ارائه شد. همچنین 3696همکاران ) وAL-Hosani  و

( از روش 0231و همکاران ) Tian( و 0223و  3666همکاران )

تبدیلات انتگرالی به ترتیب برای دستیابی به پاسخ صفحه ریسنر 

 و میندلین واقع بر بستر تک پارامتری استفاده کردند.

Erattl  وAkoz (3663)؛ Silva ( 0223و همکاران)؛ Liew  و

های ( نیز مسئله مذکور را به روش0222) Liu ؛(3666همکاران )

 المان محدود و اختلاف محدود مورد مطالعه قرار دادند.

ضخیم واقع بر بستر الاستیک دو  تحلیل صفحات نسبتاً

های مختلف مورد پارامتری نیز توسط محققین بسیاری به روش

به مطالعات انجام  توانعنوان نمونه می بررسی قرار گرفته که به

 ؛Liew (3663)و  Han ؛(3660و همکاران ) Wangشده توسط 

Huang ( 0229و همکاران)؛ Kamal  وDurvasola (3691)؛ 

Ozgan  وDaloglu (0229)؛ Teo  وLiew (0220 .اشاره نمود )

 هبه علت پیچیدگی حل مسائل صفحه واقع بر بستر الاستیک، ب

ی انداشته یا بارگذاری پیچیدهخصوص اگر صفحه هندسه منظمی 

های عددی نظیر اجزا محدود کاربرد وسیعی داشته باشد، روش

 پیدا نمودند.

Bergmann (3611) و Lam ( 0222و همکاران)،  معادلات

حاکم بر ورق ضخیم واقع بر بستر دو پارامتری را به کمک تابع 

 گرین حل نمودند.

Matsunaga (3660 ،3661  با بسط سر3663و )های ی

توانی و تئوری برشی مراتب بالا پایداری ورق مستطیلی ضخیم را 

 مورد بررسی قرار داد.

( پاسخ کمانش صفحات مستطیلی 3196اخوان و همکاران )

 دست آوردند. ه میندلین را واقع بر بستر پسترناک ب

( از روش دیفرانسیل کوادرچر 0233و  3199نوبختی و اقوام )

( به تحلیل Generalized quadrature differentialتعمیم یافته )

استاتیکی ورق ریسنر واقع بر بستر الاستیک دو پارامتری با شرایط 

های اخیر مرزی مختلف پرداختند. استفاده از موجک نیز در سال

های مختلف مطرح و در حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر محیط

نسیل ( برای حل معادله دیفرا3196توسط صفاری و حسینی )

کار گرفته شده است. عمده مطالعات صورت ه صفحات ب حاکم بر

پذیرفته مذکور محدود به صفحات نازک با نسبت ضخامت به طول 

ر از تضخیم با نسبت ضخامت به طول کم یا نسبتاً 23/2تر از کم

باشد و برای صفحات ضخیم کارهای صورت گرفته بسیار می 0/2

باشند که عملاً شونده زیادی میمعدود و محدود به فرضیات ساده 

 سازد.کاربرد آن برای صفحات ضخیم واقعی را با تردید همراه می

 پذیرفته در این زمینه مصالحعلاوه بر این در اکثر تحقیقات صورت

 همسانگرد کامل فرض شده است. 

ئل ثر در تحلیل مساؤاستفاده از توابع پتانسیل روشی کارا و م

ه در این میان توابع پتانسیل تغییرمکان ب باشد کهالاستیسیته می
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تر معادلات نسبت به توابع پتانسیل تنش کاربرد دلیل تعداد کم

ای از توابع پتانسیل بیشتری یافته است. مجموعه شناخته شده

 اند کهبرای دو محیط همسانگرد و همسانگرد جانبی معرفی شده

 ، Lame،Loveتوان از توابع های همسانگرد میبرای محیط

augmented Love توان از های ایزوترپ جانبی میو برای محیط

 Lekhnitskii, Hu, Nowacki, Elliott, Lodgeتوابع پتانسیل

Kellogg, Eskandari-ghadi,  به عنوان توابع با کاربرد بیشتر یاد

 (.3161نیا، نمود )نوائی

Wang  وShi (3663 از توابع هارمونیک حل الاستیسیته )

 نوبر برای تحلیل صفحات استفاده نمودند.  -دی پاپکویچبعسه

Qian ( با تحلیل تغییرشکل0221و همکاران )نهایتهای بی 

کوچک حل خمش صفحه الاستیک ایزوتروپ ضخیم را به کمک 

 تئوری مرتبه بالای برشی و نرمال انجام دادند.

Li ( با ب0221و همکاران ) کارگیری مبانی سه بعدی تئوری ه

جای فرضیات متداول صفحه، از روش یاد شده برای ه یسیته بالاست

پذیر برشی بهره بردند. توابع تحلیل صفحات ضخیم انعطاف

پتانسیل اسکندری قادی که با تعمیم توابع پتانسیل حاکم بر 

محیط های همسانگرد جانبی از حالت استاتیکی به دینامیکی در 

ر تحلیل محیط ( معرفی شده دEskandari-ghadi ،0221مرجع )

 کار گرفته شدهه طور وسیعی به نهایت بنیمه بی نهایت وهای بی

-Eskandari و Ardeshir، 0226و همکاران،  Khojastehاست )

Ghadi ،0226.) 

Rahimian ( عملکرد توابع پتانسیل 0223و همکاران )

های همسانگرد جانبی مورد مطالعه اسکندری قادی را برای محیط

 Amiri-Hezavehو   Eskandari-Ghadiهمچنینقرار دادند. 

ن های ناهمگ( توابع پتانسیل اسکندری قادی را برای محیط0231)

ند. انهایت از آن بهره گرفتهارتقا داده و برای تحلیل محیط نیمه بی

ات نواکی، در تحلیل خمشی صفح -هو -توابع پتانسیل لخنیستکی

 Nematzadehوسط مستطیلی همسانگرد جانبی برای اولین بار ت

، 0236و همکاران ) Moslemi( و سپس توسط 0232و همکاران )

( برای تحلیل کمانش صفحات ضخیم همسانگرد و 0233

 همسانگرد جانبی با موفقیت مورد استفاده قرار گرفته است.

هدف این مقاله تحلیل صفحات همسانگرد جانبی در حالت 

 روی بستر الاستیککلی و همسانگرد کامل در حالت خاص واقع بر 

-دو پارامتری با استفاده از توابع پتانسیل تغییرمکان لخنیتسکی

باشد. ویژگی عمده کار حاضر، برخلاف سایر کارهای نواکی می -هو

-انجام شده، عدم محدودیت در ضخامت صفحات مورد بررسی می

باشد بدین معنی که برای صفحات نازک، ضخیم نسبی و ضخیم 

ای در توزیع تنش یا کرنش برشی در دهبدون فرض ساده شون

باشد. علاوه بر این، در این تحقیق صفحات ضخامت صفحه می

باشند که در کار مورد بررسی در حالت کلی همسانگرد جانبی می

 سایرین مورد توجه قرار نگرفته است.

 
 همسانگرد مستطيلی صفحه مختصات و ابعاد -8شکل 

 واقع بر بستر الاستيک دوپارامتری پسترناک جانبی

 

 تئوری -2

 معادلات حاکم -2-8

طی خ الاستیک مصالح ضخامت دلخواه از با مستطیلی صفحه

 طابقم متکی بر بستر الاستیک دو پارامتری، جانبی همسانگرد و

 صفحه با منطبق xy صفحه شود.می در نظر گرفته( 3شکل )

 صفحه، ابعاد است. همچنین آن بر عمود z محور و همسانگردی

 باشد.می t و a،b با برابر به ترتیب ضخامت، و عرض طول، :شامل

 کرنش و تنش بین (3) روابط جانبی، همسانگرد مواد برای

 .(Sadd ،0226است ) برقرار
 

(3) 

{
  
 

  
 
𝜎𝑥𝑥 = 𝐶11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶12𝜀𝑦𝑦+𝐶13𝜀𝑧𝑧     

𝜎𝑦𝑦 = 𝐶12𝜀𝑥𝑥 + 𝐶11𝜀𝑦𝑦 + 𝐶13𝜀𝑧𝑧    

𝜎𝑧𝑧 = 𝐶13𝜀𝑥𝑥 + 𝐶13𝜀𝑦𝑦 + 𝐶33𝜀𝑧𝑧    

𝜏𝑥𝑦 = (𝐶11 − 𝐶12)𝜀𝑥𝑦                        

 𝜏𝑥𝑧 = 2𝐶44𝜀𝑥𝑧                                      
 𝜏𝑦𝑧 = 2𝐶44𝜀𝑦𝑧                                      

  

 

 تانسور تنش، کرنش و نیزبه ترتیب  𝐶𝑖𝑗و  𝜎𝑖𝑗   ،𝜀𝑖𝑗که در آن 
ق ها، از طریهای الاستیک مصالح است که این ثابتثابت تانسور

، Lekhnitskiiشوند )مرتبط می ΄G و G ,ν΄ ,ν ,E΄,E( با 0روابط )

مدول برشی  Gو ضریب پواسون  νیانگ،  مدول  E، که در آن(3693

به ترتیب مدول یانگ، ضریب  ΄Gو ΄ν΄,E در صفحه همسانگردی و

پواسون و مدول برشی در صفحات نیز عمود بر صفحه همسانگردی 

 باشند.می
 

(0) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝐶11 =

𝐸(1 −
𝐸
𝐸′
𝜈′
2
)

(1 + 𝜈)(1 − 𝜈 − 2
𝐸
𝐸′
𝜈′2)

𝐶13 =
𝐸𝜈′

(1 − 𝜈 − 2
𝐸
𝐸′
𝜈′2)

              

𝐶33 =
𝐸′(1 − 𝜈)

(1 − 𝜈 − 2
𝐸
𝐸′
𝜈′2)

              

𝐶44 = 𝐺
′                                           

𝐶66 = 𝐺 =
𝐶11 − 𝐶12

2
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( و 3تغییرمکان در روابط ) -گذاری شش رابطه کرنشبا جای

سازی، گذاری روابط حاصله در سه رابطه تعادل و سادهنیز جای

گردند که در واقع همان معادلات تعادل بر روابط زیر حاصل می

 باشند.ها میتغییرمکانحسب 
 

(1) 

𝐶11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝐶11 − 𝐶12

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐶44

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
 

+
𝐶11 + 𝐶12

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝐶13 + 𝐶44)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
= 0 

𝐶11 + 𝐶12
2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝐶11 − 𝐶12

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝐶11

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
 

+𝐶44
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ (𝐶13 + 𝐶44)

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0 

(𝐶13 + 𝐶44)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ (𝐶13 + 𝐶44)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
 

+𝐶44(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) + 𝐶33

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0 

 

,𝑣در روابط فوق  𝑢  و w توابع تغییرمکان محیط مورد بررسی

,𝑦به ترتیب در راستای  𝑥  و𝑧 باشند.می 

گردد معادلات تعادل بر حسب همانطور که مشاهده می

با  دیفرانسیل درگیرت ها به صورت یک دستگاه معادلاتغییرمکان

سازی این معادلات از توابع باشند. برای جدامی ئیمشتقات جز

 -هو -های همسانگرد جانبی لخنیتسکیپتانسیل مربوط به محیط

ر لفه تغییرمکان بؤگردد که بر طبق آن سه منواکی استفاده می

شوند به صورت زیر تعریف می 𝜒و  𝐹حسب توابع پتانسیل 

(Nematzadeh 0232کاران، و هم.) 
 

(1) 

{
  
 

  
 𝑢 = −𝛼3

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑧
−
𝜕𝜒

𝜕𝑦
                                  

𝑣 = −𝛼3
𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑧
+
𝜕𝜒

𝜕𝑥
                                  

𝑤 = (1 + 𝛼1) (∇
2 + 𝛽

𝜕2

𝜕𝑧2
)𝐹             

 

 

 :که در آن
 

(1) 

𝛼1 =
𝐶12 + 𝐶66
𝐶66

;  𝛼2 =
𝐶44
𝐶66

 

𝛼3 =
𝐶13 + 𝐶44
𝐶66

;  𝛽 =
𝛼2

1 + 𝛼1
  

∇2= (
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
) 

 

سازی، معادلات ( و ساده1( در معادلات )1با قرار دادن روابط )

( 3( و )6به شرح روابط ) 𝜒 و 𝐹حاکم بر حسب دو تابع پتانسیل 

 گردد:حاصل می
 

(6) 𝐶66(∇
2𝜒 ) + 𝐶44

𝜕2𝜒

𝜕𝑧2
= 0                    

(3) 

[−2𝐶13𝐶44 − 𝐶13
2 + 𝐶11𝐶33] 

𝜕2

𝜕𝑧2
(∇2𝐹 ) 

+𝐶33𝐶44
𝜕4𝐹

𝜕𝑧4
+ 𝐶11𝐶44(∇

4𝐹 ) = 0             

 

 

 :که
 

(9) ∇4= (
𝜕4

𝜕𝑥4
+
𝜕4

𝜕𝑦4
+ 2

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
) 

 

 باشد:( نیز به صورت زیر می3معادله مشخصه رابطه )
 

(6) 
𝐶33𝐶44. 𝑠

4 + (−2𝐶13𝐶44 − 𝐶13
2  

+𝐶11𝐶33) . 𝑠
2 + 𝐶11𝐶44 = 0   

 

باشند که منفی یا ( می6) های معادلهریشه i = 1,2( 2is(که در آن 

و  Nematzadehصفر نبوده و روابط زیر بین آنها برقرار است )

 (:0232همکاران، 
 

(32) 
𝑠1
2 + 𝑠2

2 =
−2𝐶13𝐶44 − 𝐶13

2 + 𝐶11𝐶33
𝐶33𝐶44

 

𝑠1
2𝑠2

2 =
𝐶11
𝐶33

 
 

𝑠0اگر 
2 =

𝐶66

𝐶44
( را 3( و )6توان معادلات )در نظرگرفته شود، می 

 کرد:سازی به شکل زیر ساده
 

(33) 
∇1
2∇2

2𝐹(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 

(30) ∇0
2𝜒(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 

 

 :که در آن
 

(31) ∇𝑖
2=

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
1

𝑠𝑖
2

𝜕2

𝜕𝑧2
 

 

به روش جداسازی به منظور حل معادلات دیفرانسیل حاکم 

به صورت ضرب سه تابع مستقل  𝜒و  𝐹توابع پتانسیل متغیرها، 

 شود:زیر در نظر گرفته می
 

(31) 𝐹 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦)ℎ(𝑧) 

(31) 𝜒 = 𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑦)ℎ1(𝑧) 
 

( و 33معادلات حاکم ) در( 31( و )31گذاری روابط )با جای

-جواب متغیرها، جداسازی روش به حاصل معادلات و حل (30)

که شرایط مرزی را نیز اقناع کنند به   1g و g ,f  1f,برای ممکن های

 آیند:دست میه صورت زیر ب
 

(36) 
𝑓(𝑥) = 𝑐1 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥) + 𝑐2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝑥) 
𝑔(𝑦) = 𝑐3 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑛𝑦) + 𝑐4 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑛𝑦) 

(33) 𝑓1(𝑥) = 𝑐1
′ 𝑠𝑖𝑛(𝛼΄𝑚𝑥) + 𝑐2

′ 𝑐𝑜𝑠(𝛼΄𝑚𝑥) 
𝑔1(𝑦) = 𝑐3

′ 𝑠𝑖𝑛(𝛼΄𝑛𝑦) + 𝑐4
′ 𝑐𝑜𝑠(𝛼΄𝑛𝑦) 
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ضرایب ثابت و  𝛼΄𝑛 و  4c ،𝛼𝑚،𝛼𝑛،𝛼΄𝑚΄ تا 4c، ΄1c تا 1cکه 

 mباشند که با اعمال شرایط مرزی باید تعیین گردند و میمجهول 

 باشند. نیز اعداد صحیح و مثبت می nو 

( در معادلات دیفرانسیل 33( و )36گذاری روابط )با جای

( در نهایت معادلات دیفرانسیل کامل بر حسب 30( و )33حاکم )

 شوند:به شکل زیر تبدیل می 1hو  hتوابع 
 

(39) 
𝑑4ℎ

𝑑𝑧4
− (𝑠1

2 + 𝑠2
2)𝛼𝑚𝑛

2
𝑑2ℎ

𝑑𝑧2
 

+𝑠1
2𝑠2

2𝛼𝑚𝑛
4 ℎ = 0  

(36) −𝐶66𝛼𝑚𝑛
2 ℎ1 + 𝐶44

𝑑2ℎ1
𝑑𝑧2

= 0 
 

( 03( و )02به شکل روابط ) 1hو  hبا حل معادلات فوق توابع 

 شوند:حاصل می
 

(02) ℎ(𝑧) = 𝑐5 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽1𝑧) + 𝑐6 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽1𝑧) 
+𝑐7 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽2𝑧) + 𝑐8 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽2𝑧) 

(03) ℎ1(𝑧) = 𝑐5
′ 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽3𝑧) + 𝑐6

′ 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽3𝑧) 
 

ضرایب ثابت و مجهول و  6c΄ و 8c، ΄5cتا  5cکه در روابط فوق 

 باشند:نیز ازروابط زیر قابل محاسبه می 𝛽3و  𝛽1  ،𝛽2پارامترهای 
 

(00) 

{
 
 

 
 
𝛽1 = 𝑠1𝛼𝑚𝑛,  𝛽2 = 𝑠2𝛼𝑚𝑛

𝛽3 =
𝛼𝑚𝑛(𝐶44𝐶66)

1
2

𝐶44
          

𝛼𝑚𝑛
2 = 𝛼𝑚

2 + 𝛼𝑛
2               

  

 

به منظور تعیین ضرایب مجهول مذکور لازم است از شرایط مرزی 

 استفاده گردد. 

 

 شرايط مرزی -2-2

شرایط مرزی هندسی و استاتیکی برای یک صفحه مستطیلی 

 شوند:های ساده به صورت زیر بیان میگاهواقع بر تکیه
 

(01) {

𝑥 = 0 , 𝑥 = 𝑎   → {
𝑤 = 0
𝑀𝑥 = 0

  

𝑦 = 0 , 𝑦 = 𝑏   → {
𝑤 = 0
𝑀𝑦 = 0

    

 

 yو x لنگر خمشی به ترتیب حول محورهای  𝑀𝑦و  𝑀𝑥که در آن 

 2c ،4c ،’1c،’3cباشند. با اقناع شرایط مرزی فوق ضرایب ثابت می

ه ( ب01به صورت رابطه )𝛼΄𝑛 و  𝛼𝑚،𝛼𝑛،𝛼΄𝑚برابر صفر و ضرایب 

 آیند:دست می
 

(01) 𝛼𝑚 = 𝛼΄𝑚 =
𝑚𝜋

𝑎
, 𝛼𝑛 =  𝛼΄𝑛 =

𝑛𝜋

𝑏
 

به شرح  𝜒 و 𝐹 با اعمال نتایج فوق، در نهایت توابع پتانسیل

برای  6c͂تا  1c͂ گردند که ضرایب جدید( حاصل می06( و )01روابط )

 اند:جلوگیری از طولانی شدن روابط در نظر گرفته شده
 

(01) 
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ ∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑛𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

                      (�̃�1𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽1𝑧) + �̃�2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽1𝑧) 
                   +�̃�3 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽2𝑧) + �̃�4 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽2𝑧)) 

(06) 𝜒(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ ∑𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑛𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

                  (�̃�3 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽3𝑧) + �̃�3 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽3𝑧)) 
 

صفحه شرایط مرزی نیرویی زیر باید علاوه بر این در سطح فوقانی 

 اقناع شوند:
 

(03) 𝑧 = − 𝑡 2⁄    →  {
𝜏𝑧𝑥 = 0 
𝜏𝑧𝑦 = 0 
𝜎𝑧 = −𝑞

 

 

𝜏𝑧𝑦 که در آن , 𝜏𝑧𝑥 , 𝜎𝑧  وq های برشی به ترتیب تنش قائم، تنش

 باشند.ثر وارد بر صفحه میؤو بار خارجی مy  و xدر جهت 

ی، برشهای در سطح پائینی صفحه علاوه بر صفر بودن تنش

 به شرح ذیل باید اقناع گردد: (Liu ،0222تنش قائم نیز بر اساس )
 

(09) 𝑧 = 𝑡 2⁄    →  {

𝜏𝑧𝑥 = 0
𝜏𝑧𝑦 = 0

𝜎𝑧 = −𝐾𝑠𝑤 + 𝐺𝑠∇
2𝑤

 

 

العمل بستر )خاک( و سختی به ترتیب ضریب عکس 𝐺𝑠و  𝐾𝑠که 

باشند. لازم به ذکر است که در شرط مرزی مربوط برشی خاک می

𝐺𝑠به کف بستر چنانچه  =  باشد، مدل وینکلر و چنانچه 0

𝐺𝑠 = 𝐾𝑠 = 𝐺𝑠 صفحه بدون بستر و در حالت 0 ≠ 0,𝐾𝑠 ≠ 0 

 مدل دو پارامتری پسترناک حاصل خواهد شد.

 χ( در نهایت تابع پتانسیل 09( و )03با اعمال شرایط مرزی )

به صورت سری  qشود. همچنین، با در نظر گرفتن بار برابر صفر می

ریه، یک دستگاه چهار معادله و چهار مجهولی دوگانه سینوسی فو

مانده گردد که با حل آن چهار ضریب مجهول باقیحاصل می

محاسبه خواهند شد. در این تحقیق به منظور  𝐹 مربوط به تابع

  استفاده شده است. 3/9 نسخه MATLABافزار حل روند فوق از نرم

 

 نتايج عددی -3

 سنجیصحت -3-8

نتایج و روند حل ارائه شده در این پژوهش، برای بررسی صحت 

آمده در حالت خاص همسانگرد کامل برای یک  دسته نتایج ب

شده در  صفحه مربعی تحت بار یکنواخت با نتایج موجود ارائه

و ( 3663 ،و همکارانHan ) ؛(3660 ،و همکاران Wangمراجع )

(Teo 0220 ،و همکاران )ل مقایسه شده است. مواد همسانگرد کام
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رد جانبی هستند که در این حالت ـواد همسانگـحالت خاصی از م

1  =2 ه ـدارای دو ریش (39)ر رابطه ـو در نتیجه معادله مفس

ط زیر بین ضرایب الاستیسیته ـباشد که در آنها روابف میـمضاع

 رار است:ـبرق
 

(06) 

{
  
 

  
 𝐶11 = 𝐶33 =

𝐸(1 − 𝜈)

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
   

𝐶12 = 𝐶13 =
𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
    

        

𝐶44 = 𝐶66 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
                 

                 

 

 

اند تا هبعد شدج ارائه شده در این تحقیق به شیوه زیر بیـتمام نتای

ها مستقل از ابعاد صفحه و نیز مقدار بار وارد بر صفحه گیرینتیجه

 مورد بررسی باشد.
 

(12) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑤𝑐 =

𝑤𝐷 ∗ 102

𝑞𝑎4

𝑀𝑥𝑐 =
𝑀𝑥 ∗ 10

𝑞𝑎2

𝜏𝑧𝑥 =
𝜏𝑥𝑧
𝑞𝑎
            

𝑘𝑠 =
(𝐾𝑠𝑎

4)

𝐷
      

         

𝑔𝑠 =
(𝐺𝑠𝑎

2)

𝐷
     

  

 

 باشد.سختی خمشی صفحه می 2ν-/12(13D = Et(که در آن 

 ه( نتایج تغییرمکان و لنگر خمشی مرکز صفحه ب3در جدول )

دست آمده از روش حاضر و دیگر مراجع موجود ارائه شده است. 

خصوصیات مکانیکی زیر برای صفحه همسانگرد و بدین منظور از 

 بستر الاستیک استفاده شده است:
 

(13) 𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎;  𝜈 = 0.3 
𝑘𝑠 = 200;  𝑔𝑠 = 5 

 

مشهود است که تطابق  ( کاملا3ًاز نتایج ارائه شده در جدول )

های کار حاضر و سایرین برای صفحات نازک کاملی بین پاسخ

(221/2t/a=وجود دارد ولی با )  افزایش ضخامت صفحه اختلافات

ی از در نظر گرفتن ـشود که ناشج دیده میـدکی بین نتایـان

در  ی تنش برشیـشونده نظیر توزیع فرض ی فرضیات سادهــبرخ

-های دیگر میریب اصلاح برش در تئوریـت و اعمال ضـضخام

 باشد. 

دست آمده به روش حاضر ه در حالت همسانگرد جانبی روابط ب

و همکاران  Nematzadehوان با مطالعه انجام شده توسط ترا می

( با صفر در نظر گرفتن ضرایب بستر مقایسه نمود که در 0232)

 این صورت روابط حاصل از تطابق کامل برخوردارند.

 

مقايسه نتايج تغييرمکان و لنگر خمشی در مرکز  -8جدول 

يج نتا صفحه همسانگرد مستطيلی حاصل از مطالعه حاضر با

 موجود ديگر مراجع

t/a مراجع 𝑴𝒙𝒄 𝒘𝒄 

221/2  

(3660، و همکاران  Wang( 0123/2  0012/2  

(3663 ،و همکاران  Han( 0139/2  0061/2  

(0220، و همکاران  Teo( 0139/2  0061/2  

حاضر پژوهش  0131/2  0061/2  

3/2  

(3660 ،و همکاران  Wang( 0110/2  0121/2  

(3663 ،و همکاران  Han( 0160/2  0131/2  

(0220، و همکاران  Teo( 0160/2  0131/2  

حاضر پژوهش  0131/2  0101/2  

2/0 

(3660، و همکاران  Wang( 0366/2 0113/2 

(3663، و همکاران  Han( 0029/2 0112/2 

(0220، و همکاران  Teo( 0029/2 0112/2 

 0133/2 0196/2 حاضر پژوهش

 

 ثير ضخامت صفحهأبررسی ت -3-2
های مختلف بر میزان پاسخ برای بررسی اثر نسبت ضخامت

بعد یک صفحه مربعی تحت بار صفحه، نمودار تغییرمکان بی

بعد نیز نمودار لنگر خمشی بی، y = b/2 و z = 0یکنواخت برای 

 بعد برای خطو همچنین تنش برشی عرضی بی y = b/2 برای 

x = a و y = b/2  0/2، 23/2عرض به ازای چهار نسبت ضخامت به ،

های ( ارائه شده است. نسبت1( و )1(، )0های )در شکل 3 و 1/2

برای صفحات  0/2برای صفحات نازک،  23/2ضخامت به عرض 

نیز معرف صفحات  3و  1/2های ضخیم و نسبت ضخامت نسبتاً

های حل شده در این قسمت رفتار باشند. در تمام مثالضخیم می

منیزیم، اپوکسی گرافیت، اپوکسی  چهار ماده همسانگرد جانبی

ای و الیاف کربنی با ضرایب الاستیسیته بیان شده در جدول شیشه

( و همچنین فولاد به عنوان یک ماده همسانگرد کامل مورد 0)

که تنها اثر تغییرات نسبت  بررسی قرار گرفته است. برای آن

 ثابت در نظر گرفته 𝐺𝑠و  𝐾𝑠 ضخامت بررسی شود ضرایب بستر

 شده است.
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ضرايب الاستيسيته مواد همسانگرد جانبی و ماده  -2جدول 

 (2004و همکاران،  Ding) (GPa)همسانگرد کامل فولاد 
 𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟑 𝑪𝟑𝟑 𝑪𝟒𝟒 مواد

 1/36 3/63 3/03 0/06 3/16 منیزیم

 313/1 9/96 091/2 363/0 03/9 اپوکسی گرافیت

 311/1 03/13 011/1 163/6 61/31 اپوکسی شیشه

 01 011 11/6 69/6 02 الیاف کربنی

 33/92 3/090 0/330 0/330 3/090 فولاد

 

 
 

 
 

 
 

 
 

، y = b/2شده برای بعد بی تغييرمکان ميان صفحه -2 شکل

𝒌𝒔 به ازای = 𝟐𝟎𝟎; 𝒈𝒔 = 𝟓 

 
 

 
 

 
 

 
 

 شده برایبعد لنگر خمشی ميان صفحه بی -3 شکل

y = b/2به ازای ، 𝒌𝒔 = 𝟐𝟎𝟎; 𝒈𝒔 = 𝟓 
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، به y = b/2 و x = a بعد شده صفحه درتنش برشی بی -9شکل 

𝒌𝒔 ازای = 𝟐𝟎𝟎; 𝒈𝒔 = 𝟓 

 

شود، منیزیم و الیاف ( مشاهده می0طور که در شکل ) مانه

( و 6131/3تا  0362/2کربنی به ترتیب با محدوده تغییرات )

میزان تغییرات ترین ترین و کم( بیش1663/2تا  3963/2)

دهند. تغییرمکان در مقابل افزایش ضخامت را از خود نشان می

ماده همسانگرد جانبی اپوکسی گرافیت برای صفحات نازک و 

-ضخیم دارای تغییرمکان بیشتری نسبت به اپوکسی شیشه نسبتاً

باشد ولی با افزایش ضخامت تا محدوده صفحات ضخیم این ای می

ین، ماده همسانگرد کامل فولاد شود. همچننسبت معکوس می

بعد را در مقایسه با دیگر مواد در ترین میزان تغییرمکان بیبیش

 باشند.ها دارا میتمام نسبت ضخامت

دهد که ماده همسانگرد جانبی الیاف ( نشان می1شکل )

ترین مقدار ( بیش1236/2تا  1112/2کربنی با محدوده تغییرات )

باشد دارا می 1/2تا  23/2های امتلنگر خمشی را برای نسبت ضخ

، لنگر خمشی مواد منیزیم و فولاد به 3اما در نسبت ضخامت 

و  تریناین، کم شود. علاوه برمراتب بیشتر از الیاف کربنی می

ترین میزان در تغییرات لنگر نیز به ترتیب متعلق به مصالح بیش

فولاد با ( و 1236/2تا  1112/2الیاف کربنی با محدوده تغییرات )

 باشد.( می1129/2تا  0130/2محدوده تغییرات )

گردد ( ملاحظه می1با مقایسه نمودارهای موجود در شکل )

دست آمده برای تمامی مصالح مورد ه که توزیع تنش برشی ب

دلیل ه ( ب23/2ازای نسبت ضخامت  بررسی در صفحات نازک )به

-متقارن میناچیز بودن مقدار تنش برشی توزیع آن در ضخامت 

 باشد ولی این توزیع با افزایش ضخامت تا محدوده صفحات نسبتاً

ضخیم برای مواد فولاد و منیزیم از تقارن خارج شده و در نسبت 

، برای تمامی مصالح مورد بررسی از حالت تقارن 3و  1/2ضخامت 

خارج و با توجه به وجود بستر الاستیک مطابق انتظار حداکثر 

-ها از مرکز به سمت بالای صفحه متمایل میمقدار تنش برشی آن

ترین میزان تنش شود که بیشعلاوه بر این، مشاهده می شود.

ها مربوط به ماده همسانگرد کامل بعد برای همه ضخامتبرشی بی

علق بعد نیز متترین میزان تنش برشی بیو کم 1/13فولاد به میزان 

-می 3121/2زان به ماده همسانگرد جانبی اپوکسی گرافیت به می

های مختلف تغییرات رفتاری مواد مورد بررسی در ضخامت باشد.

-توان به متفاوت بودن نسبت ضرایب الاستیسیته در جهترا می

 های مختلف آنها ارتباط داد.

 

 ثير ضرايب بسترأبررسی ت -3-3
ثیر ضرایب بستر بر میزان پاسخ صفحه، حداکثر أبرای بررسی ت

عی بعد یک صفحه مربو تنش برشی بی تغییرمکان، لنگر خمشی

تحت بار یکنواخت با ضرایب بستر مختلف برای چهار ماده 

( 1داول )ـل در جـی و یک ماده همسانگرد کامـرد جانبـهمسانگ

( ارائه شده است. نتایج در این جداول برای چهار حالت 1تا )

متفاوت بدون بستر الاستیک، بستر الاستیک وینکلر، بستر 

ت ازای نسب پسترناک با سختی برشی کم و زیاد بهالاستیک 

 اند.های مختلف مقایسه شدهضخامت
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 های مختلفحداکثر تغييرمکان صفحه به ازای ضرايب بستر و ضخامت –3جدول 

𝒌𝒔 𝒈𝒔 23/2 مواد t/a = 0/2 t/a = 1/2 t/a = 3 t/a = 

2 2 

 6116/3 9110/2 1136/2 1316/2 منیزیم

 3311/3 3121/2 1136/2 1961/2 اپوکسی گرافیتی

 6936/3 3399/2 1323/2 1191/2 ایاپوکسی شیشه

 6636/2 1662/2 1321/2 0611/2 کربنالیاف 

 9116/3 9161/2 1921/2 1261/2 فولاد

022 2 

 6110/3 1631/2 0912/2 0133/2 منیزیم

 3296/2 1611/2 0336/2 0163/2 اپوکسی گرافیتی

 3329/3 1663/2 0612/2 0119/2 ایاپوکسی شیشه

 1133/2 0606/2 0021/2 0300/2 الیاف کربن

 6131/3 1393/2 0631/2 0611/2 فولاد

022 1 

 6131/3 1111/2 0139/2 0362/2 منیزیم

 6013/2 0663/2 0116/2 0023/2 اپوکسی گرافیتی

 2112/3 1110/2 0062/2 0219/2 ایاپوکسی شیشه

 1663/2 0063/2 3612/2 3963/2 الیاف کربن

 6012/3 1669/2 0133/2 0061/2 فولاد

022 02 

 6331/3 1660/2 3669/2 3139/2 منیزیم

 1313/2 3633/2 3622/2 3119/2 اپوکسی گرافیتی

 6913/2 0160/2 3166/2 3119/2 ایاپوکسی شیشه

 1160/2 3601/2 3123/2 3166/2 الیاف کربن

 6311/3 1616/2 3336/2 3169/2 فولاد

 
 های مختلفحداکثر لنگر خمشی صفحه به ازای ضرايب بستر و ضخامت -9جدول 

𝒌𝒔 𝒈𝒔 23/2 مواد t/a = 0/2 t/a = 1/2 t/a = 3 t/a = 

2 2 

 6301/2 1032/2 1219/2 1661/2 منیزیم

 1601/2 1636/2 1631/2 1631/2 اپوکسی گرافیتی

 1106/2 1061/2 1012/2 1039/2 ایاپوکسی شیشه

 1132/2 1136/2 1121/2 1121/2 کربنالیاف 

 6122/2 1310/2 1911/2 1393/2 فولاد

022 2 

 1233/2 0661/2 1216/2 1000/2 منیزیم

 3663/2 0166/2 0663/2 1306/2 اپوکسی گرافیتی

 0661/2 0633/2 1016/2 1193/2 ایاپوکسی شیشه

 1103/2 1101/2 1399/2 1911/2 الیاف کربن

 1110/2 0690/2 0961/2 0696/2 فولاد

022 1 

 1630/2 0636/2 0162/2 0311/2 منیزیم

 3311/2 3611/2 0133/2 0611/2 اپوکسی گرافیتی

 0921/2 039/2 0311/2 0696/2 ایاپوکسی شیشه

 1236/2 1239/2 1093/2 111/2 الیاف کربن

 1129/2 0611/2 0196/2 0130/2 فولاد

022 02 

 1600/2 0336/2 3300/2 3911/2 منیزیم

 3136/2 3063/2 3616/2 3393/2 اپوکسی گرافیتی

 0626/2 3139/2 3933/2 0269/2 ایاپوکسی شیشه

 1239/2 0303/2 0102/2 0130/2 الیاف کربن

 1133/2 0391/2 3199/2 3631/2 فولاد
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 های مختلفو ضخامتبعد شده به ازای ضرايب بستر حداکثر تنش برشی بی –3جدول 

𝒌𝒔 𝒈𝒔 23/2 مواد t/a = 0/2 t/a = 1/2 t/a = 3 t/a = 

2 2 

 -0666/2 -1111/2 -3312/3 -1113/01 منیزیم

 -0269/2 -1136/2 -3622/3 -1111/01 اپوکسی گرافیتی

 -0131/2 -1162/2 -3922/3 -1113/01 ایاپوکسی شیشه

 -0333/2 -1190/2 -0202/3 -1122/01 الیاف کربن

 -6331/2 -9311/2 -1132/0 -6622/19 فولاد

022 2 

 -061/2 -1366/2 -9096/2 -2622/39 منیزیم

 -3163/2 -0696/2 -9166/2 -6122/33 اپوکسی گرافیتی

 -3606/2 -0336/2 -9191/2 -1222/39 ایاپوکسی شیشه

 -3321/2 -1116/2 -6036/2 -2322/36 الیاف کربن

 -6296/2 -6161/2 -6162/3 -1122/11 فولاد

022 1 

 -0603/2 -1211/2 -3092/2 -3622/36 منیزیم

 -3121/2 -0063/2 -3116/2 -2222/36 اپوکسی گرافیتی

 -3621/2 -0123/2 -3111/2 -6122/36 ایاپوکسی شیشه

 -3613/2 -0666/2 -9161/2 -1322/33 الیاف کربن

 -6291/2 -6130/2 -1192/3 -1222/13 فولاد

022 02 

 -0601/2 -0916/2 -1121/2 -1022/30 منیزیم

 -3013/2 -3630/2 -1136/2 -1122/30 اپوکسی گرافیتی

 -3112/2 -3696/2 -1163/2 -2122/31 ایاپوکسی شیشه

 -3939/2 -0106/2 -6111/2 -3922/31 الیاف کربن

 -6236/2 -1610/2 -2992/3 -3922/01 فولاد

 
شود که برای هر نسبتی از ضخامت ( ملاحظه می1از جدول )

دهنده صفحه، حداکثر تغییرمکان در حالت و نیز نوع ماده تشکیل

بدون بستر بیشترین مقدار و با افزودن ضرایب بستر از مقدار آن 

ر ت بدون بستشود که این کاهش در مرحله انتقال از حالکاسته می

ایج دو باشد. با مقایسه نتترین مقدار را دارا میبه بستر وینکلر بیش

شود که حداکثر حالت بستر یک و دو پارامتری مشاهده می

تغییرمکان صفحه در حالت بستر دوپارامتری حتی با سختی برشی 

دهد و با افزایش سختی را نشان می %02کم خاک، اختلافی حدود 

 %62ای در حدود اختلاف به طور قابل ملاحظهبرشی خاک این 

ج وجود آمده در نتایه ترین میزان تغییرات بیابد. بیشافزایش می

برای فولاد و در نسبت  0/2و  23/2های به ازای نسبت ضخامت

ه ک مربوط به اپوکسی گرافیت است در حالی 3و  1/2های ضخامت

و  0/2، 23/2 هایترین تغییرات در پاسخ برای نسبت ضخامتکم

مربوط به فولاد  3متعلق به الیاف کربنی و در نسبت ضخامت  1/2

شود، الیاف کربنی ( مشاهده می1طور که در جدول ) همان است.

ترین مقدار لنگر خمشی را در ترین میزان تغییرات و بیشکم

های مختلف وجود بستر الاستیک و برای تمام نسبت حالت

باشد. با مقایسه نتایج دارا می 3ت ها به جز نسبت ضخامضخامت

دست آمده برای دو حالت بستر یک و دو پارامتری ه لنگر خمشی ب

شود که حداکثر لنگر خمشی صفحه در حالت بستر مشاهده می

، اختلاف حدود 1بعد خاک برابر دو پارامتری با سختی برشی بی

ش یدهد که این اختلاف با افزارا با تئوری وینکلر نشان می 39%

-، به طور قابل ملاحظه02به  1بعد سختی برشی خاک از مقدار بی

دهد که ( نشان می1جدول ) یابد.افزایش می %32ای در حدود 

ترین مقدار تنش برشی در تمام حالات مربوط به ماده بیش

باشد. علاوه براین، با مقایسه نتایج تنش همسانگرد کامل فولاد می

حالت بستر یک و دو پارامتری دست آمده برای دو ه برشی ب

 شود که حداکثر تنش برشی صفحه در حالت بستر دومشاهده می

 %30، اختلاف حدود 1بعد خاک برابر پارامتری با سختی برشی بی

باشد در حالی که این اختلاف با افزایش را با تئوری وینکلر دارا می

 افزایش % 12، در حدود 02بعد سختی برشی خاک تا مقدار بی

 یافته است.

 

 گيرینتيجه -9

-در این پژوهش، توابع پتانسیل تغییرمکان به صورت موفقیت

آمیزی برای حل صفحات ضخیم همسانگرد جانبی مستطیلی واقع 

بر بستر الاستیک دو پارامتری به کار گرفته شد. معادلات 

دیفرانسیل حاکم با استفاده از روش جداسازی متغیرها و اعمال 

های تغییرمکان، لنگرخمشی و مرزی حل و پاسخدقیق شرایط 

تنش برشی صفحه برای حالات مختلف ضرایب بستر و نسبت 

 ضخامت محاسبه شد.

رفتار خمشی چهار ماده همسانگرد جانبی و فولاد به عنوان 

یک ماده همسانگرد کامل با یکدیگر مقایسه شد. نتایج حاکی از 

ن و تریترتیب بیشآن است که مواد منیزیم و الیاف کربنی به 
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ترین میزان تغییرات تغییرمکان در مقابل افزایش ضخامت را از کم

ترین میزان در ترین و بیشکه کم دهند در حالیخود نشان می

-تغییرات لنگر به ترتیب متعلق به مصالح الیاف کربنی و فولاد می

ترین میزان تنش شود که بیشباشد. علاوه بر این، مشاهده می

ها مربوط به ماده همسانگرد کامل فولاد ای همه ضخامتبرشی بر

ترین میزان تنش برشی نیز متعلق به ماده همسانگرد جانبی و کم

باشد. با مقایسه نتایج دو حالت بستر یک و دو اپوکسی گرافیت می

شود که حداکثر تغییرمکان، لنگر خمشی و پارامتری مشاهده می

رامتری حتی با سختی تنش برشی صفحه در حالت بستر دو پا

درصدی  30و  39، 02برشی کم خاک، به ترتیب اختلافی حدود 

دهند و با افزایش سختی برشی خاک تا مقدار را از خود نشان می

درصد  12و  32، 62وق به ترتیب به حدود ، اختلافات ف02بعد بی

ثیر قابل توجه سختی برشی أدهنده تشوند که نشانتبدیل می

 اسخ صفحه است.خاک در میزان پ
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1. Introduction 

The analysis of plates on elastic foundation has a wide range of applications in various fields of engineering, 
such as civil, mechanical, aerospace, nuclear and marine engineering. Due to soil behavior is dependent on 
numerous factors, providing full and comprehensive model for foundation is very complicated. Therefore, in 
order to express properties of the substrate are used the simpler models based on the elastic properties. The 
simplest of those models, which was presented by winkler in 1867, assumes that the soil medium containing a 
system of independent spring (Liew et al, 1996). To increase the accuracy of modeling two-parameter models 
arose that the effect of shear stresses in the substrate is also included. In these models a new parameter is 
proposed to establish a mechanical connection between the independent springs. An approximate solution for 
the bending of moderately thick rectangular plates using numerical differential quadrature method was 
proposed by Han and Liew (1997). Teo and Liew (2002), presented a solution for analysis of shear deformable 
rectangular plates on Pasternak foundations by using differential cubature method. 
Displacement potential functions (DPF) method is one of the effective and efficient techniques that can be used 
to solve elasticity problems. The most advantage of DPF method is that the system of differential equations is 
uncoupled or at least simplified. This method has been used for 3D analysis of plates by a number of researchers 
such as Nematzadeh et al (2010) and Moslemi et al (2016) for the bending and buckling solution, respectively. 

In this paper, 3D elasticity equations of plates on Pasternak foundations are considered. The exact solution 
of a simply supported rectangular plates with constant but arbitrary thickness on two-parameter foundation 
by using displacement potential functions, is presented. Advantage of present work is that thickness of plates 
are arbitrary and results can be used for thin, moderately thick and thick plates without simplifying assumption 
in regard to strain or stress distribution in plate thickness.  
 

2. Theoretical formulations 

A simply supported transversely isotropic rectangular plate with linear behavior and dimensions a, b and 
arbitrary constant thickness t, in Cartesian coordinate system (x, y, z) on two-parameter elastic foundation 
under arbitrary loading, is considered (Fig. 1).  
 

 
Fig. 1. Axis position, displacement directions and dimensions of the rectangular plate on Pasternak foundation 
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The exact solution of transversely isotropic thick rectangular plate supported on Pasternak foundation 

determined by using 3D elasticity equations in terms of displacements and displacement potential functions F, 
χ(x, y, z), offered by Lekhnitskii-Hu-Nowakii, in the form of Equation 1. 

 

(1) 

{
  
 

  
 𝑢 = −𝛼3

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑧
−
𝜕𝜒

𝜕𝑦
                                  

𝑣 = −𝛼3
𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑧
+
𝜕𝜒

𝜕𝑥
                                  

𝑤 = (1 + 𝛼1) (∇𝑥𝑦
2 + 𝛽

𝜕2

𝜕𝑧2
)𝐹             

 

 

where u, v, w = the displacement components in the x, y, z directions, respectively and  
 

(2) 

𝛼1 =
𝐶12 + 𝐶66
𝐶66

;  𝛼2 =
𝐶44
𝐶66

 

𝛼3 =
𝐶13 + 𝐶44
𝐶66

;  𝛽 =
𝛼2

1 + 𝛼1
  

∇2= (
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
) 

 

where 𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶33, 𝐶44, 𝐶66 are constants of elasticity. 
Substituting Equation 3 and 4 into 3D elasticity equations in terms of displacements, and simplifying the 

governing equations of motion are obtained as follows: 
 

(3) 
∇1
2∇2

2𝐹(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 

(4) ∇0
2𝜒(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 
 

in which 
 

(5) ∇𝑖
2=

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
1

𝑠𝑖
2

𝜕2

𝜕𝑧2
 

 

where 
 

 
𝑠1
2 + 𝑠2

2 =
−2𝐶13𝐶44 − 𝐶13

2 + 𝐶11𝐶33
𝐶33𝐶44

 

 (6) 𝑠1
2𝑠2

2 =
𝐶11
𝐶33

 

 
The governing Equations 2 and 3 are solved by use of the separation of variable method. Then potential 

functions by Satisfying the kinematic, Static & Traction boundary conditions, are determined.  
 

3. Results and discussion 

In this study, the material properties of a simply supported square plate under uniform load on two-
parameter elastic foundation are given as follows: 

 

Table 1. Material constants of transversely isotropic materials 
𝑪𝟒𝟒 𝑪𝟑𝟑 𝑪𝟏𝟑 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟏 Material 
16.4 61.7 21.7 26.2 59.7 magnesium 

4.147 86.8 0.285 2.767 8.27 Graphite-epoxy 

4.745 47.27 5.244 6.567 14.93 E glass-epoxy 

24 235 6.45 9.98 20 Carbon fiber 

80.77 282.7 112.2 112.2 282.7 Steel 

 

The maximum non-dimensional displacement of y = b/2 and z = 0 for different thickness ratio (t/a) are 
determined in Fig. 1. The presented results are normalized as follows: 

 

(7) 

{
  
 

  
 𝑤𝑐 =

𝑤𝐷 ∗ 102

𝑞𝑎4
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𝐷
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𝐷
     

  



Ghazaleh Samadi et al. / J. Civ. Env. Eng. 49 (2019)  
 

 
where D = Et3/12(1-ν2), E and ν are modulus of elasticity (Young's modulus) and Poisson’s ratio. 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

Fig. 2. Maximum displacement of mid plan for line y = b/2 

 

Fig. 2 is indicated that as the thickness ratio increases, maximum response of plate consist of magnesium 
and carbon fiber have maximum and minimum variation, respectively. 

 
4. Conclusions 

In this article, the displacement potential functions applied successfully to solve the transversely isotropic 
thick rectangular plates on two-parameter foundation. The governing equations of motion has been solved by 
use of the separation of variable method. The privilege of present work is that the exact results can be obtained 
for thin, moderately thick and thick rectangular plates, without simplifying the assumptions. 
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