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مسائل الاستوديناميک در حوزه  حل یبرا ديجدتحليلی نيمهروش  کتوسعه ي

 فرکانس

 
 0محسن خسروی بابادیو  1*احسان جباری ،2رضا بابایی

 
 قم ، دانشگاهدانشکده مهندسی، دکتریدوره  دانشجوی 2
 ، دانشگاه قماستادیار دانشکده مهندسی 1
 ایران یع دریایی، سازمان صنادکتری 0
 

 (10/4/2061، نشر آنلاین: 10/4/2061 :پذیرش، 6/2/66 :دریافت)

 

 چکيده

 بیراض یهاسیروش، ماتر نیدر ا .باشدمی سدهای بتنی وزنی آنالیز دینامیکی منظوربه دیجد یلیتحلمهیروش ن کیتوسعه  ،پژوهش حاضرهدف 

 -گوس یددع یریگروش انتگرال ژه،یلاگرانژ )توابع نگاشت(، توابع شکل و یمرتبه بالا یهایاحاکم با استفاده از چندجملهدیفرانسیل دستگاه معادلات 

 نی. ادشویاستخراج م یقطر صورتبهدار، وزن یهاماندهیبا استفاده از روش باق یفرم انتگرال دیو روند تول (Gauss- Lobatto- Legendre) لوژاندر -لوباتو

برای وهش در این پژ .شودیها مروش ریتوجه حجم محاسبات نسبت به ساباعث کاهش قابل، تر از فضای اصلیبا یک بعد کم مسئله یسازگسسته زیامر و ن

فضای  با انتقال به)بار زلزله( در حوزه فرکانس  هیپا کیبا تحر (Elastodynamic) کینامیالاستودمسائل به کمک ابزارهای مذکور، معادله حاکم بر اولین بار 

زن با مخ یبتن یسد وزن دو ،دسته از مسائل نیو دقت روش حاضر در حل ا ییتواناسنجیدن  منظوربه نیچنهم. محلی استخراج و روند حل آن بیان شد

فاده از با است توأمبالا  یدقت دارایروش حاضر  دهد کهمیها نشان این روش با سایر روش جینتا سهیمقا آنالیز گردید. هیپا کیهارمون کیتحت تحر یخال

 .باشدمیمقیاس همچون سدها مسائل بزرگدینامیکی برای آنالیز غیردرگیر درجات آزادی  حداقل
 

 وزنی، حوزه فرکانس. بتنی مسائل الاستودینامیک، ماتریس ضرایب قطری، سد :هاکليدواژه

 
 مقدمه -5

مسائل  حل یرا برا یادیز یعدد یهاتاکنون محققان روش

 و اندبرده کاربهدر حوزه زمان و فرکانس  به کار 2الاستودینامیک

بوده است که با  ییهابه روش یابیدست هاآناز  یاریهدف بس

 .آورد دستها را بهپاسخ نیترقیدق ،یمحاسبات نهیهز نیترکم

های خوبی در حل این دسته از دارای قابلیت 1محدود روش المان

 Loureiroو  Mossaiby، 1336 و Boroomand) باشدمسائل می

تر مسئله را با یک بعد کم 0مرزی المانروش . (Mansur ،1336 و

 Javaran) دارد 4به حل اساسیکند ولی نیاز از فضای اصلی حل می

 -. روش المان مرزی(1321 ،و همکاران Xiao و 1322، و همکاران

های های محدود و المانمزایای روش المان 3شده مقیاسمحدود 

تحلیلی برای حل معادلات کند و یک روش نیمهمرزی را ترکیب می

. آیدیم حساببهدینامیک حاکم بر مسائل الاستودیفرانسیل جزئی 

                                                 
1. Elastodynamic 
2. Finite Element Method (FEM) 

3. Boundary Element Method (BEM) 

و  داردازی سمسئله نیاز به گسسته هایدر این روش فقط مرز

و  Yang) ستیننیاز به حل اساسی  برخلاف روش المان مرزی،

 .(1322و  1332، همکاران

ماتریس ضرایب دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم در هر سه 

 .دهدپر است و این امر هزینه محاسباتی را افزایش میروش مذکور 

( روش 1322برای اجتناب از چنین مشکلی، خاجی و همکاران )

SBFEM 6با ماتریس ضرایب یلیتحلمهینداده و یک روش  را توسعه 

 Khaji) لیمسائل پتانسحل  یبراقطری معرفی کردند. این روش 

 یبعدسهو  دو 2کیالاستواستات، مسائل (Khodakarami، 1322و 

(Khaji  وKhodakarami ،1322  1321و) مسائل ،

و  Khajiو  Khaji، 1321و  Khodakarami) کینامیالاستود

Mirzajani ،1326،)  فشار هیدرودینامیک مخازن سدهای بتنی

(، تفرق امواج 2064و  2061بابایی و همکاران، وزنی )

4. Fundamental solution 
5. Scaled boundary finite element method (SBFEM) 
6. Scaled boundary finite element method 
7. Elastostatic 
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(Moghadaszadeh  وKhaji ،1323 و )شکست ) کیمکانKhaji 

 .شدداده  توسعه با موفقیت (Yazdani ،1323و 

Khodakarami (1323 )این توسعه و افزایش دقت  منظوربه

گیری متفاوتی استفاده نمود روش از توابع نگاشت و روش انتگرال

 Fakharian) ان حل کردو مسائل الاستودینامیک را در حوزه زم

 روش مذکوره توسعه این مقال . هدف از(Khodakarami ،1323 و

معادلات حاکم بر مسائل الاستودینامیک و حل استخراج برای 

 نییابه علت پ. است در حوزه فرکانس تحت تحریک پایه یا بار زلزله

در روش حاضر، توسعه آن در آنالیز محاسبات  نهیبودن هز

است لذا در این پژوهش  توجهقابلآسا های فیزیکی غولپدیده

ز یوزنی با مخزن خالی آنالبتنی دو سد  ،سنجیصحت منظوربه

 .خواهد شد

 

 در دستگاه مختصات کلی حاکم تمعادلا -2
 هیپا کیبا تحر یدوبعد کینامیمعادله حرکت حاکم بر الاستود

( (2)شکل ) Ω دلخواه یدر فضا ،اصلیدر دستگاه مختصات 

 :گرددیم انیب ریز صورتبه
 

(2) 0ij, j tiσ ρu   

(1) giti uuu    

 

است.  یتانسور تنش دوبعد یاجزا گرانیب ij,jσ رابطه، نیکه در ا

 کیشتاب هارمون ،یشتاب کل بیترتبه iuو tiu ،gu نیهمچن

. لازم به تذکر است که در حالت باشندیسازه م یو شتاب نسب هیپا

YXi ک،ینامیالاستود مسائل یدوبعد , و YXj , باشندیم 

در حوزه فرکانس،  لیتحل منظوربه هم جرم مخصوص است. ρو 

-هجاب نیرابطه ب نیبنابرا شود؛یدر نظر گرفته م کیحرکت هارمون

ˆ( در حوزه فرکانس ییجاهو جاب ui(t) در حوزه زمان ییجا (ui 

 :گرددیم انیب ریز صورتبه
 

(0) )exp()(ˆ)( tIutu ii   
 

 نوشت: توانیمشابه م طوربه
 

(4) )exp()(ˆ)( tIσtσ ij,jij,j   
 

ˆ)(که در آن و  iu استجایی هدامنه جاب. 

 کیبا تحرالاستودینامیک  مسائلبنابراین معادله حاکم بر 

 زیر خواهد بود: صورتبهدر حوزه فرکانس  هیپا کیهارمون
 

(3) 0ˆˆˆ 22  giij,j uρωuρωσ  
 

استفاده از  یروش حاضر بر مبنافرکانس دورانی است.  ωو در آن 

-یحاکم است لذا با استفاده از روش باق معادله یفرم انتگرال

 رییتغرابطه در بردار  نیا نیدار با ضرب نمودن طرفوزن یهامانده

 داریم: از آن یریگو انتگرال wدلخواه  مکان
 

(6) 0ˆˆˆ 22    dΩuwρdΩuwdΩσw
Ω

g
Ω Ω

iij,j   

 

 

 
با شرايط مرزی دلخواه در دستگاه مختصات  Ωفضای  -5شکل 

 LCOکلی و محل 

 

 مسئله در فضای محلی یسازمدل -1
طه نق کیمسئله، ابتدا  کیزیهندسه و ف یسازمنظور مدلبه

یا  Local Coordinates Originی )مرجع مختصات محل عنوانبه

LCO) ت مسئله نسب یکیزیو ف یهندس اتیانتخاب و تمام خصوص

مسئله با  یمرزهااین روش، در  .گرددیم یابینقطه ارز نیبه ا

مسئله  یتر از بعد فضابعد کم کیبا  ییهااستفاده از المان

 هندسه یسازمدل ( نحوه2. در شکل )دشویم سازیگسسته

است. با  آمده LCOی در مختصات اصلی و محل یدوبعدمسائل 

 میمسئله به دو دسته تقس یمرزها ،یمحل یتوجه به محورها

 ییو مرزها گذردیم LCOها از که امتداد آن ییمرزها :گردندیم

 ار دومنوع  یمرزها دیفقط بااست که  واضح. گذردیکه نم

در مختصات  دامنهنمود. مختصات هر نقطه درون  سازیگسسته
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)ˆˆ( با یکل y,x با  زیهر نقطه از مرزها ن و yx, گرددیم نییتع. 

 ی، در دستگاه مختصات محلبینیدمی( 1طور که در شکل )همان

معرف محور  ξ محور گردد؛یاستفاده م ηو  ξ یهااز دو محور با نام

 یابد.و تا روی مرزها ادامه میشروع  LCOاست که از محل  یشعاع

 فیمرزها تعر یاست که فقط بر رو یمماس یمحور زین ηمحور 

اما  است+ 2تا  -2 نیب یمحور مماس راتییمحدوده تغ .شودیم

و ( LCOدر )صفر  نیمحدود ب مسائل یبرا یمحور شعاع راتییتغ

ا ت یک نیب نامحدود مین مسائل یبراو  باشدیم (مرزها یرو) یک

 است. تینهایب

 

 
 

 LCOدر دستگاه مختصات محلی و محل  5Ωزير حوزه  -2شکل 

 

 هندسه یسازمدل -1-5

ز ای، به مختصات محل یانتقال هندسه از مختصات کل برای

 6لاگرانژ یمرتبه بالا یهایاکه از نوع چندجمله 1توابع نگاشت

 :(Canuto ،1321) گرددیاستفاده م به شکل زیر باشند،یم
 

(2) 








1

1

)

ηn

i,kk ki

k
i

ηη

ηη
(ηφ  

 

در  23کریکرون یدلتا تیخاص یدارا یشنهادیتوابع نگاشتت پ

 هر. مختصات باشتتندیتتتت( میاز نقاط کنترل )نقاط گره کیهر 

 :خواهد بود ریز صورتبهتوابع  نیاز مسئله با استفاده از ا نقطه
 

(1) })]{([)(),( xxx  


 

(6) })]{([)(),( yyy  


 
 

در این روابط، مختصتتتات هر نقطه روی مرز   1 با قرار دادن

 آید، یعنی:می دست بهمسئله 
 

(23) })]{([)( xx    

(22) })]{([)( yy    

                                                 
8. Mapping functions 

9. Lagrange polynomials 

10. Kronecker delta 

ydxdبین جزء ستتتطح المتتان در مختصتتتات کلی ) رابطتته
 و )

مختصات محلی ) dd است: زیر صورتبه( نیز 
 

(21)  ddJydxdd )(
  

 

و در آن J باشد:انتقال بر روی مرزها می یژاکوب، ماتریس 
 

(20)  
   
   













ηyηx

ηyηx
ηJ

,η,η

 

 

ها در دو دستتگاه مختصات کلی و محلی، بین مشتتق برای رابطه

 داریم:
 

(24) 


















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1
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 ن:که در آ
 

(23) 
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(26) 

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
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به دانستتتن  ازیدر هر امتداد، ن 22محاستتبه ترکشتتن منظوربه

 دربردار نرمال عمود بر سطح  باشتد؛یبردار نرمال در آن امتداد م

 :گردندیم فیتعر ریز صورتبه ηو  ξدر دو امتداد مسئله  یمرزها
 

(22) 
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(21) 
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
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 ی مسائلکيزيف یسازمدل -1-2
های با ویژگی 21سازی فیزیک مسئله از توابع شکلبرای مدل

نشان داده  ]N[گردد که در حالت کلی باخاصی استفاده می

های ضرایب سازی ماتریسشوند و یکی از عوامل مهم در قطریمی

یابی خواص فیزیکی مسئله بر روی مرزها با استفاده از . دروناست

گیرد که دارای دو ویژگی مهم هستند؛ این توابع شکل انجام می

11. Traction 

12. Shape function 
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ا هکه دارای خاصیت دلتای کرونیکر در نقاط گرهی المانیکی این

ها نسبت به محورهای که مشتق اول آنیگری اینباشند و دمی

 ها برابر صفر است. یعنی:در تمام گرهمحلی مماسی 
 

(26)   )(N  

(13) 0)(,  N  
 

ای از مرتبهگرهی، یک چندجمله1nاین توابع برای یک المان

12 n که دارای است (12)ورت رابطه تتتتصتبه
n2 پارامتر 
 ،شدهانیبهای مجهول استت، و این پارامترها با استفاده از ویژگی

 گردند.تعیین می
 

(12)   






12

0

ηn

m

m
mi ηaηN  

 

),(هدر هر نقط( φ) هدفتابع ، الاستتتودینامیکدر مستتائل    از

با استفاده از تابع مقادیر گرهی آن و  یبیادرونبا فضتای مستئله 

 :شودرابطه زیر محاسبه می صورتبه N)(شکل
 

(11) )}()]{([)},({  N  
 

 کهیدرصورت ξ,tu 20دیل فوریهتتتجایی در حوزه زمان و تبهجاب 

آن  ξ,ωû فرکانس باشد؛ با اعمال توابع ی در حوزه تتتتجایهجاب

در هر نقطه جایی هشتکل، جاب ξ,η   و به ازای فرکانس مشتخ

ω  آید:می دستبهاز رابطه زیر 
 

(10)                 Tyx ξ,ωuξ,ωuηNξ,ωuηNξ,η,ωu ˆˆˆˆ   
 

های کرنش در نقطه (، مؤلفه10( و )24با استفاده از روابط ) ηξ, 

 گردند:زیر بیان می صورتبهدر فضای مسئله 
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 :که در آن
 

(13)  )11 N(η)]([b)]([B    

(16)  )22 N(η)]([b)]([B    
 

 بهزیر  صورتبهنسبت به محور مماسی  1Bچنین مشتق اولهم

 آید:می دست
 

(12)  ),
1

,
1 N(η)]([b)]([B     

 

                                                 
13. Fourier transform 

14. Hook's law 

مشتتتق نخستتت توابع شتتکل در نقاط  کهنیبا توجه به ا یاز طرف

ترم دوم در رابطه محاستتبه مقدار  باشتتد،یبرابر با صتتفر م یگره

با استتتفاده از  نی. همچنستتتابرابر صتتفر  ،یکرنش در نقاط گره

تنش در هر نقطه به مختصتات  یهامؤلفه، در مورد 24قانون هوک

),(  گفت: توانیم 
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 که در این رابطه Dاست 23گر ماتریس مدول الاستیسیته، بیان. 

 

 محلی یدستگاه معادلات حاکم در فضا -0

 معادله یدستگاه معادلات حاکم با استفاده از فرم انتگرال

دار، توابع شکل و نگاشت وزن یهاماندهیحاکم بر اساس روش باق

 :دیآیم دست به ریز صورتبه (0)در بخش  شدهانیب
 

(16) 
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 :صورتبههای ضرایب و بردار موجود ماتریسکه در آن 
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Tbهستند و
y

b
x

b ωFωFωF ])(ˆ)(ˆ[)(ˆ   بردار نیروی حجمی گرهی

 ωریک پایه در نقاط کنترل روی مرزها در فرکانس تتتناشی از تح

کنترل از کل نیروی اینرسی  این نیرو سهم هر نقطه درواقع. است

 رطوبهه است و به وجود آمده در فضتای مسئله در ارر تحریک پای

که ه به اینتتتتشتتود. با توج( محاستتبه می00) مستتتقیم از رابطه

][های ضترایب ماتریس 0D ،][ 1D  و][M  مستتقل ازξ  هستند؛

 یرو یریگو با انتگرال شوندیم فیهر المان تعر یبرا بیضرا نیا

روش  کیتتاز  دیتتبتتابرای این کتتار . نتتدیآیم دستتتتبتتهمرزهتتا 

بردن  کاربههای فوق با انتگرالاستفاده نمود.  یعدد یریگانتگرال

مطتابق رابطه  Gauss-Lobatto- Legendre یریگانتگرالروش 

 :(1321، و همکاران Canuto)گردند زیر محاسبه می
 

15. Elasticity modulus 
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 ،شده یمعرفروش و توابع شکل ویژه با استفاده از این 

 :دنگردیم یقطرمذکور به شکل زیر  بیضرا ها و بردارسیماتر
 

(03) )()]([][)]([ 110 2 ii
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بنابراین دستتتگاه  .استتتدلتای کرونیکر  ijδهای فوق، ر رابطهد

به  ریدرگ ریغ صتتتورتبهتوان را می (16)معتادلات درگیر رابطه 

 نوشت:به شکل زیر  iازای هر درجه آزادی 
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(06) 

کافیست که  یآزادو تنش در هر درجه  مکان رییتغبرای محاسبه 

 کنترل مرتبط با آن حل گردد. معادله دیفرانسیل متناظر با نقطه

 

 برای هر درجه آزادی ريدرگ ريغمعادلات حاکم حل  -1
از نوع بسل  یآزاد بر هر درجه حاکم معادله دیفرانسیل

که دارای یک جواب عمومی و یک جواب خصوصی  است رهمگنیغ

 α(VY(و  VJ)α(که در آن  .باشدمی (24)و  (34)مطابق روابط 

هم  Bو  Aباشند. می Vترتیب توابع بسل نوع اول و دوم از مرتبه به

 ند.آیمی دست بهضرایب رابتی هستند که از اعمال شرایط مرزی 
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عمومی و های وابتتتتاضتتح استتت که جواب نهایی از مجموع جو

 یعنی: آید.دست میخصوصی به
 

(41) picii uuu ˆˆˆ   

 

 روند حل مسائل -6
 نیابهدلخواه  نقطه هرپاسخ در  نییتع منظوربهروش کار 

 یدرجات آزاد یتمام بیضرا سیماتر دیاست که ابتدا با بیترت

حاکم مرتبط با درجات  لیفرانسیمحاسبه گردند و سپس معادله د

مربوطه  یمرز طیقرار دارند با اعمال شرا یکه تحت بارگذار یآزاد

و در  یمرتبط با آن درجات آزاد مکان رییتغحل شوند و تابع 

گردد و سپس با استفاده از روابط  نییتع ξ یامتداد مختصات شعاع

 نیمرتبط با ا ξتنش در امتداد محور  عیتوز یهامؤلفه، شدهارائه

 یبا استفاده از برقرار ،تینها درگردد و  نییتع یدرجات آزاد

هر درجه  یو برا LCOدر محل  یداخل هایتنش یهامؤلفهتعادل، 

 ( محاسبه خواهد شد.LCOiσ) یآزاد
 است LCOها، نقطه که نقطه مشترک تمام گرهبا توجه به این

 کانم رییتغ یهامؤلفه، این نقطه دارای مکان رییتغ نظرازنقطهو 

توان تصور نمود که ، بنابراین، میاستها یکسان برای تمام گره

موازی  صورتبه LCOهای مشخ  در نقطه تعدادی فنر با سختی

های روی مرز اند و سر دیگر این فنرها به گرهبه هم متصل شده

، مقدار تنش داخلی در نقطه گریدعبارتبهمسئله متصل است؛ 

LCO رف تمام های رسیده به این نقطه از طبرابر با مجموع تنش

 باشد، یعنی:درجات آزادی که تحت بارگذاری قرار دارند می
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گفت  توانیم. پس، استتعداد کل درجات آزادی  nکه در آن، 

ر رسد، برابمقدار تنشی که از رابطه فوق به هریک از این فنرها می

 بیترتنیابهباشد، که گره می یسخت بهبا نسبت سختی آن فنر 
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را برای هر درجه آزادی  LCOتوان سهم تنش معادل در محل می

کافی است، معادله حاکم بر مسئله با در  تیدرنهامحاسبه نمود و 

 نظر گرفتن این تنش حل گردد. 

 

 یمثال عدد -7
تنی ب یدو سد وزنروش حاضر، آنالیز سنجش توانایی  منظوربه

 . شودیارائه م هارمونیک زلزله بارتحت با پی صلب بدون آب 
 

 
 هندسه مثال اول در مختصات کلی -1شکل 

 

 5مثال  -7-5
کل ششکل مطابق  یمثلث یوزن یسد بتن کی مثال نیدر ا

انتخاب شده است.  1:2/3 دستنییپا بیبا بالادست قائم و ش (0)

( آن Hکه ارتفاع ) باشدیم یمصالح خطسد همگن با رفتار  نیا

، وزن واحد جرم 1/3برابر  (ν) 26پواسون بیضرفوت،  433برابر 

(ρ )آن انگیپوند بر فوت مکعب و مدول  233 برابر (E برابر )4 

 .استمربع  نچیپوند بر ا ونیلیم
 

 
 

و مکان  یدر مختصات محل 5ی مثال بندی مرزهامش -0 شکل
LCO 

                                                 
16. Poisson’s ration 

المان سه گرهی واقع بر وجه  13برای حل این مسئله از 

سازی گسسته و نحوه LCOاست. محل  شدهاستفادهبالادست سد 

 شدهدادهنمایش  (4)شماتیک در شکل  صورتبهمرزهای مسئله 

شود که فقط باعث می LCOمحل  عنوانبهسد  است. انتخاب پنجه

بندی شود، این امر علاوه بر اینکه تعداد مرز بالادست سد المان

مرز سد را نیز  نیترمهمرساند، درجات آزادی سد را به حداقل می

بار زلزله بر  اعمالکند. همچنین برای اندرکنش با مخزن مهیا می

 برای LCOپذیر است بنابراین بهترین محل امکان ξ=0سد از شرط 

 باشد.سد می خاص، پنجه این هندسه
 

 
 

 Abaqusافزار نرمبا  5مثال سد  یعيفرکانس طب محاسبه -1 شکل
 

با  آن 22مودالتحلیل ( از 1ωچنین فرکانس طبیعی سد )هم

، Abaqus افزاردر محیط نرم محدودالماناستفاده از روش 

بارگذاری این سد  (.(3)هرتز محاسبه شده است )شکل  4234/0

عبارت است از شتاب هارمونیک افقی پایه )
ga) واحد و  با دامنه

 ، یعنی:ωفرکانس 
 

(44) 1;  g
tI

gg aeaa   
 

نستتبت فرکانستتی  برحستتب (ā) افقی تاج ستتد شتتتاب دامنه

𝑊𝐼 =
𝜔

𝜔1
 منظوربتتهچنین ارائتته شتتتتده و هم (6)شتتتکتتل در   

مقایستته  (1321 ،همکارانو  Lin)های ستتنجی با پاستتخصتتحت

 گردیده است.
 

 
 5مثال در تاج سد  یشتاب افق دامنه راتييتغ -6شکل 

17. Modal Analysis 
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 2مثال  -7-2
 یسازدر مدل حاضرروش  ییتوانا دنیسنج یمثال برا نیدر ا

 بالادست وارهیبا د یسد وزن کیاز  تردهیچیپ مسائل با هندسه

(. این سد همگن با رفتار (2))شکل  شودیاستفاده م داربیش

متر، ضریب پواسون  213( آن برابر Hکه ارتفاع ) استمصالح خطی 

(ν برابر )1/3( وزن واحد جرم ،ρ برابر )مدول مترمکعبتن بر  3/1 ،

سرعت انتشار صوت در  مترمربعمیلیون تن بر  3/0( برابر Eیانگ )

( 1ωمتر بر رانیه و فرکانس طبیعی سد ) 63/2401( برابر Cآب )

 هرتز در نظر گرفته شده است. 363/4برابر 

 

 
 

 یهندسه مثال اول در مختصات کل -7شکل 

 

مسئله در  یمرزها کیشمات یسازو گسسته LCOمحل 

 نیحل ا یبرا نیچنآمده است. هم (1)در شکل  یمختصات محل

 یرو هاآنعدد  21استفاده شده که  یگره 0المان  20مسئله از 

 تاج قرار دارد. یهم رو گریعدد د کیوجه بالادست سد و 

 

 
در مختصات محلی و مکان  2بندی مرزهای مثال مش -2شکل 

LCO 
 

 شبیه مثال قبل است و دامنه این مثال LCOبارگذاری و محل 

( Ūجایی استاتیکی )هجایی افقی تاج سد نسبت به جابهجاب

𝑤 برحسب =
𝜔𝐻

𝑐
سنجی صحت منظوربه( ارائه شده و 6در شکل ) 

                                                 
18. Isoparametric 

 مقایسه گردیده است. (2661، و همکاران Tsai)های با پاسخ

 

 
 نسبت به  2مثال تاج سد  یافق يیجاهجاب دامنه -9شکل 

 یکياستات يیجاهجاب

 

 گيرینتيجه -2
 دیجد یلیتحلمهیروش ن کیبار،  نیاول یپژوهش، برا نیدر ا

در حوزه فرکانس  سدهای بتنی وزنی یکینامید زیآنال منظوربه

فقط مرزهای مسئله با استفاده از روش  نیا درتوسعه داده شد. 

توابع جدید نگاشت و توابع  تحت 21ایزوپارامتریکجدید  هایالمان

شکل ویژه با دو خاصیت دلتای کرونیکر و صفر بودن مشتق در 

گیری با اعمال روش انتگرال شود وسازی میای، گسستهنقاط گره

بر فرم ضعیف )فرم انتگرالی به روش  لوژاندر -لوباتو -گوس

 بیضرا سیماتردار( معادلات حاکم در فضای محلی، مانده وزنباقی

امر باعث کاهش  نی. اشودقطری میدستگاه معادلات حاکم 

 . گرددیها مروش ریحجم محاسبات نسبت به سا ریگچشم

روش حاضر، معادله  ابزارچهار با استفاده از  پژوهش نیدر ا

حلی مدر فضای  در حوزه فرکانسبر مسائل الاستودینامیک حاکم 

حل مسئله  در بار زلزله میو نحوه اعمال مستق دیاستخراج گرد

یک شرط  ستیبایم LCOمحل در  شد. لازم به ذکر است که انیب

 تیرؤقابلمسئله  یهمه مرزها ،آنجا ازباشد و  معلوم یا مقدار تنش

 فراهم شود.  یمرز طیامکان اعمال همه شرا د تانباش

در آنالیز  LCOهای این پژوهش بهترین مکان برای طبق یافته

 ظورمنبهای سدهای بتنی وزنی با پی صلب، پنجه سد است. لرزه

سد با مخزن  دو، زمینه مذکورروش در  نیو دقت ا ییتوانا یابیارز

ه محاسب و دیگرد زیآنال نیزم یافق کیتحت ارتعاش هارمون خالی

 رحاض نشان داد که روش هاسایر روشبا  سهیدر مقا سد پاسخ تاج

 کمی تعداد از کهیدرحالبرخوردار است  ییو دقت بالا ییاز توانا

استفاده کرده  یعیوس دانیم نینحل چ یمجزا برا یدرجه آزاد

 تریواقع یسازهیشبلازم به ذکر است که این روش برای  است.

 و مخزنی، اندرکنش پگرفتن اررات  نظر دربا  رفتار بدنه سدها
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1. Introduction 

In this paper, a new semi-analytical method is developed for analyzing concrete gravity dams in the 
frequency domain. Among different numerical methods, the finite element method (FEM), the boundary 
element method (BEM), and the scaled boundary finite element method (SBFEM) are more popular. BEM 
requires basically reduced surface discretization and may be considered as an appealing alternative to FEM for 
elastodynamic problems but requires fundamental solution of the governing differential equations. Although 
coefficient matrices of BEM are much smaller than those of FEM, they are routinely non-positive definite, non-
symmetric, and fully populated. The SBFEM combines the advantages of the FEM and the BEM. The SBFEM is a 
semi-analytical method for solving partial differential equations by transforming the governing partial 
differential equations to ordinary differential equations. In the SBFEM, similar to the BEM, the boundary of the 
problem’s domain is discretized, while no fundamental solution is required. A modified form of the SBFEM with 
diagonal coefficient matrices has been proposed (Fakharian amd Khodakarami, 2015) for solving 
elastodynamic problems in the time domain. In this study, the semi-analytical approach for solving 
elastodynamic problems in the frequency domain has been applied, the governing equations in local coordinate 
system has been developed and two concrete gravity dams with rigid foundations and empty reservoir have 
been analyzed under the earthquake harmonic load. 

 
2. Methodology 

2.1. Governing equations in global coordinates 

   The equation of motion for elastodynamic problems under earthquake load in a 2D domain is represented as: 
 

(1) 0)(  giij,j uuρσ  
 

Where ijσ shows the stress tensor components, gu refers to ground acceleration, iu  refers to relative 

acceleration of the structure and ρ is the mass density. For a 2D domain in global Cartesian coordinates, Y,Xi   

and YXj , . In the frequency domain, the time derivative of the displacement function, )(tui
 , may be given as:  

 

(2) )tIexp()(û)t(u ii  
 

in which 1I  and )(ˆ iu  indicates the displacement amplitude. Therefore, governing equations in frequency 

domain is formulated as: 
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(3) 022  giij,j ûρωûρωσ̂ 

 

 

 

     Where ω denotes the circular frequency. The present method uses the weak form of the governing equations. 
For this end, Eq. (3) is weighted with an arbitrary weighting function w and integrated over the problem’s 
domain along with applying appropriate BCs. The result may be given by: 
 

(4) 
0ˆˆˆ 22    dΩuwρdΩuwdΩσw

Ω
g

Ω Ω
iij,j  

  

 
 

Fig. 1. Geometry of a sample 2D bounded domain (Ω) and LCO location in global coordinates 

 

2.2. Geometry modeling 

     In the present method, for a bounded medium, a coordinates-origin (LCO) is chosen from which all 
boundaries of the domain are visible (Fig. 2). A geometry transmission is introduced from global Cartesian 
coordinates (x, y) to local dimensionless coordinates (ξ, η) (Fig. 2). This transmission is obtained by Lagrange 
polynomials as mapping functions (Canuto et al, 2012) as: 
 

(5) 









1

1

)
ηn

i,kk ki

k
i

ηη

ηη
(ηφ 

 
 

2.3. Physical modeling 

     In this method, special polynomials N(η) are used as shape functions. Diagonal coefficient matrices will be 
derived by using these shape functions. To this end, the displacement function and its derivatives, across the 
element, are interpolated using polynomials that own two specific characteristics; the shape functions have 
Kronecker Delta property, and their first derivatives are equal to zero at any given control point. 

     For an element by (nη+1) nodes, the shape functions are expressed as a polynomial of degree (2nη+1) as 
(Babaee et al., 2015): 

 

(6)   






12

0

ηn

m

m
mi ηaηN  

 
 

Considering Eqs. (2) and (6), the displacement field at any point (ξ, η) and frequency ω is given by 
 

(7)                 Tyx ξ,ωuξ,ωuηNξ,ωuηNξ,η,ωu ˆˆˆˆ  

2.4. Numerical integration 

      In this study, the Gauss-Lobatto-Legendre numerical integration method is applied. This method calculates 
the values of the coefficients matrix and vector that will be appeared in governing equations in local 
coordinates, according to the node element that corresponds to the points and also features a shape function 
used, resulting diagonal matrix of coefficients used in the equation. Weight coefficients used in the method of 
integration is calculated using (Canuto et a, 2012): 
 

(8) 
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3. Results and discussion 

3.1. Derivation of governing equations in local coordinates 

The weak form of governing equations (Eq. 4) is derived as Eq. 9 using mapping function (Eq. 5), shape 
function (Eq. 6), and numerical integration (Eq. 8). 
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Where: 
 

(10) )()]([][)]([ 110 2 ii
T

iiijij ηJηBDηBwδD  

(11) )()]([][)]([ 211 2 ii
T
,ηiiijij ηJηBDηBwδD  

(12) )()]([)]([2 ii
T

iiijij ηJηNρηNwδM  

(13) 
 

  )(}ˆ{)]([ˆ 22 ig
T

iiiji
b

i ηJuωρηNwδωF  
 

and Tb
y

b
x

b ωFωFωF ])(ˆ)(ˆ[)(ˆ   are the components of inertial forces caused by foundation excitation in the domain 

of dam body at a frequency ω and ijδ  denotes the Kronecker Delta which results in diagonal coefficient 

matrices. For calculating deformations and stresses at every Degree Of Freedom (DOF), the differential 
equation corresponding to the control point related to the DOF should be solved. Analytical solution for 
governing equation for each DOF may be represented as: 
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in which J(α) (β) and Y(α) (β) indicate respectively the first and second kinds of Bessel functions of order α. 

 
3.2. Numerical examples 

The accuracy of the present method is demonstrated through representative numerical examples. 
Geometry of a concrete gravity dam with rigid foundation duo to harmonic horizontal displacement of ground 
is shown in Fig. 2 and results of the analysis using the present method is shown in Fig. 3. 

  

Fig. 2. Geometry of a concrete gravity dam Fig. 3. Amplitude variations of 
 horizontal displacement of dam crest 
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4. Conclusion 

In this research, a new semi-analytical method with detailed formulation was presented for the analysis of 
2D elastodynamic problems in frequency domain. In this method, only the boundaries of the domains are 
discretized. Using Lagrange polynomials as mapping function, special shape function, Gauss- Lobatto- Legendre 
quadrature, and implementing a weak form of weighted residual method, coefficient matrices of the system 
equations become diagonal. Therefore, the partial differential equation for each DOF becomes independent 
from others. Consequently, this method significantly reduces the computational costs compared to other 
methods. Besides, two examples of empty gravity dam were successfully modeled with very small number of 
DOFs, preserving very high accuracy compared to available solutions. 
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