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 ها نقش طول گام بر همگرايي روش مرتبه اول قابليت اعتماد سازه

  
  ∗ گر بهروز كشته

  زابلاستاديار گروه مهندسي عمران، دانشگاه 

  
  چكيده

ها رويه اولين مرتبه قابليت اعتماد، كاربرد وسيعي دارد كه بر اساس رويه تكرار رياضي بـا هـدف تعيـين شـاخص      جهت تخمين احتمال خرابي سازه
در مسائل ) فسلر-ليند و ركويتز-هاسوفر(روش معمول اولين مرتبه قابليت اعتماد . گذاري شده استها و يا نقطه حداكثر محتمل پايه ت اعتماد سازهقابلي
ه در مقاله حاضـر يـك روي ـ  . خطي با توابع عملكرد پيچيده براي يك سازه ممكن است موجب ناپايداري حل به صورت نوساني و حل مغشوش گردد غير

طول گام رويـه تكـرار بـا اسـتفاده از قاعـده امتـداد       . ها ارائه شده است تكرار رياضي جديد بر اساس انتخاب طول گام متناهي در تحليل مرتبه اول سازه
بـه  عملكرد رويـه تكـرار ارائـه شـده اولـين مرت     . بسط داده شده كه در هر تكرار شرط شيب جهت تضمين همگرايي لحاظ شده است Armijoجستجوي 

اي بر گرفته از مراجع ارزيابي شده و نتـايج   ها بر اساس قاعده انتخاب طول گام ديناميكي با شرايط شيب به كمك چندين مثال سازه قابليت اعتماد سازه
 هسـتند يج حـاكي از آن  نتا. مقايسه گرديده است 15فسلر، رويه طول گام متناهي ثابت برابر با -ليند و ركويتز-همگرايي رويه ارائه شده با روش هاسوفر

همچنين، نقش انتخاب . فسلر دارد-ليند و ركويتز-ها نسبت به روش هاسوفر كه رويه تكرار ارائه شده توانمندي بسيار بالايي در تحليل قابليت اعتماد سازه
از روش طول گام متنـاهي و روش تعـديل    خطي بيشتر طول گام در كارايي و همگرايي الگوريتم ارائه شده حائز اهميت است و كارايي آن در مسائل غير

  .باشد اولين مرتبه قابليت اعتماد مي
 .ها، طول گام متناهي، اولين مرتبه قابليت اعتماد، احتمال خرابي قابليت اعتماد سازه :واژگان كليدي

  
  مقدمه -1

هاي مهندسي، با توجه به عدم اطمينان  احتمال خرابي سازه
تفاده از رويه تحليل قابليت اعتماد و در مقادير بار و مقاومت با اس

ميزان  ،در تحليل حساسيت. باشد يا حساسيت قابل تخمين مي
ثير هر متغير تصادفي بر احتمال خرابي سازه برآورد شده اما در أت

تحليل قابليت اعتماد، احتمال خرابي بر اساس عدم اطمينان 
اي متغيرهايي همچون ابعاد سازه، شرايط مرزي، مقاومت، باره

تئوري قابليت . ]2 ،1[گردد  وارده و نيز خواص مصالح برآورد مي
ها يك ابزار توانمند جهت ارزيابي كارايي يا عدم  اعتماد سازه

كارايي يك سازه تحت بارهاي وارده با استفاده از تخمين احتمال 
توان با استفاده  احتمال خرابي را مي. ]3[آيد  خرابي به شمار مي

از رويه اولين مرتبه قابليت اعتماد، به صورت رابطه زير تخمين 
  :]4 ،3[نمود 
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تابع توزيع تجمعي نرمال  Фشاخص قابليت اعتماد،  βكه در آن 

)( استاندارد،  Xg خرابي تابع حالت حدي بيانگر مرز
0)( ≤Xg  0و سلامتي)( >Xg  سازه كه متشكل از

},,,...{(له أمتغيرهاي تصادفي پايه مس 21 nxxxX = (
Xf)( . باشد مي Xم متغيرهاي تصادفي أتابع چگالي احتمال تو

ن ها تخميهدف اصلي تحليل قابليت اعتماد سازه. پايه است
)(0(در ناحيه خرابي ) 1(انتگرال چندگانه رابطه  ≤Xg (

حل بسته انتگرال فوق با وجود چندين متغير تصادفي . باشد مي
جهت ] 5، 4[خطي مشكل است  پايه و نيز تابع حالت حدي غير

هاي  رفع مشكل محاسبه انتگرال چندگانه فوق از روش
ياضي مبتني بر تكرار مانند هاي تخمين ر و روش] 6[سازي  شبيه
قابليت اعتماد ] 8[و دومين مرتبه ] 7[هاي اولين مرتبه  روش
برآورد احتمال خرابي با استفاده از . ها استفاده گرديده است سازه
سازي در مسائل غيرخطي با توابع عملكرد ضمني  هاي شبيه روش

با توجه به زمان تحليل بالا و همچنين برآورد احتمال خرابي 
گردد،  سازي مي به افزايش تعداد شبيه كه، منجر] 9 ،5[ايين پ

هاي  هاي تخمين احتمال به كمك روشگيرتر از روشبسيار وقت
ها از كاربرد كمتري نسبت به  لذا اين روش. باشد تكرار رياضي مي

روش اولين مرتبه  .هستندهاي تكرار رياضي برخوردار  روش
ابي كاربرد وسيعي داشته قابليت اعتماد جهت تخمين احتمال خر

ص ــمحاسبه شاخ(و با هدف تعيين نقطه حداكثر محتمل 
رال ـــي از انتگـگذاري شده و تخمين مناسبپايه) قابليت اعتماد

)((دهد يــوق ارائه مــف β−Φ≈Ρ f] (2-5 .[هنــدسي ريفـتع  
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به صورت حداقل فاصله سطح ) β(قابليت اعتماد شاخص 
  :]9 ،3[خرابي تا مبدأ در فضاي نرمال استاندارد است 
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فاصله را تا مبدأ  خرابي در فضاي نرمال استاندارد است كه حداقل
جهت . شود دارد و به عنوان نقطه حداكثر محتمل تعريف مي

هاي تكرار رياضي مانند، روش  تعيين نقطه حداكثر محتمل روش
، رويه ضرايب لاگرانژ ]9[، روش گراديان مزدوج ]10[گراديان 

در تحليل مرتبه اول قابليت  ]10[خطي  ريزي غير و برنامه] 10[
ليند و -عموماً، رويه تكرار هاسوفر. ه استاعتماد استفاده شد

ريزي  يابي برنامه بر گرفته از روش بهينه) HL-RF( 1فسلر-ركويتز
و كاربرد فراواني در تحليل قابليت  ]11 ،10[غيرخطي بوده 

اين رويه تكرار در مسائل تقريباً خطي . ]5[ها دارد  اعتماد سازه
نسبت به  عملكرد مناسبي داشته و سرعت همگرايي بالايي

سازي گراديان و گراديان مزدوج از خود نشان  هاي بهينه الگوريتم
خطي و  اما، در توابع حالت حدي بسيار غير ]11 ،4[داده است 

يا توابع عملكرد پيچيده، همگرايي اين رويه ممكن است به 
هاي  روش. ]11 ،9[كندي و يا همراه با نوسان و اغتشاش باشد 

نظور افزايش توانمندي و كارايي در به م HL-RFبهبود يافته 
تحليل قابليت اعتماد توسط مراجع مختلف ارائه و قدرتمندي 

- 9 ،4[ها به كمك چندين مثال عددي مقايسه شده است  آن
-HLيك تابع شايسته جهت نمايش همگرايي رويه تكرار . ]13

RF توسطLiu  وKiureghian  در الگوريتم بهبود يافته HL-

RF  10[معرفي شد[ . رويه بهبود يافتهHL-RF ]10[  به كمك
 Santoshتوسط  Armijoطول گام انتخاب شده بر اساس قاعده 

كه طول گام محاسبه شده  ]4[و همكاران اصلاح شده است 
توانمندي الگوريتم . عددي بين صفر و يك انتخاب گرديده است

HL-RF  با استفاده از روش انتقال پايدار مبتني بر تئوري
  Gongهمچنين،. ]11[ده شد دابهبود  Yangت توسط اغتشاشا

بر اساس تعريف يك طول گام بزرگ، الگوريتم تكراري  Yi و
هاي پايداري  گذاري نمودند كه در مسائل غير خطي پاسخ پايه

هاي اخير  در سال]. 12[نشان داده است  HL-RFنسبت به رويه 
Keshtegar  وMiri روش ،HL-RF  را بر مبناي يك رويه

 و همچنين روش جستجوي گراديان مزدوج غير] 13[عديل ت

                                                 
1- Hasofer and Lind-Rackwitz and Fiessler (HL-RF) 

بهبود بخشيدند كه در مسائل غير خطي و پيچيده  ]9[خطي 
. شده است HL-RFو پايداري عددي روش  باعث افزايش كارايي

هاي تكرار فوق  جهت محاسبه شاخص قابليت اعتماد در الگوريتم
و رويه  ]9[رويه گراديان مزدوج (نياز به محاسبات پيچيده بوده 

و نيز در مواردي تعداد تكرار روش انتقال پايدار ) ]13[تعديل 
جهت همگرايي  ]4 ،10، 13[ HL-RFو رويه اصلاح شده  ]11[

خطي  اي با درجه غير در مسائل سازه HL-RFنسبت به رويه 
  . يابد پايين نيز افزايش مي

يك رويه تكرار جهت تخمين شاخص قابليت  ،در اين مقاله
ها بر اساس يك امتداد جستجوي جديد با طول  سازه اعتماد

جهت تعيين امتداد جستجو با . گامي متناهي ارائه شده است
لذا  .گير نيست طول گام متناهي نياز به محاسبات پيچيده و وقت

  ارائه شده، به سادگي روش 2رويه امتداد جستجوي متناهي
HL-RF بر اساس  بردار حساسيت رويه تكرار ارائه شده. باشد مي

نتايج همگرايي نقطه قبلي طراحي با استفاده از طول گام متناهي 
 3در اين روش تكرار، يك طول گام متناهي. تعريف شده است

)FS (خطي و نيز قاعده انتخاب امتداد  بر اساس درجه غير
اين  4بنا نهاده شده و بر اساس شرايط شيب Armijoجستجوي 

ايي تكرارهاي متوالي طول گام متناهي تنظيم شده و همگر
رويه تكرار متناهي طول گام نسبت به . كنترل گرديده است

 نتايج پايداري در مسائل حالت حدي غير HL-RFالگوريتم 
-HLخطي ارائه داده و توانمندي بسيار بالاتري نسبت به روش 

RF شود كه  استفاده از طول گام متناهي موجب مي. داشته است
با تعداد تكرار كمتري نسبت به روش  الگوريتم طول گام متناهي

HL-RF )خطي  در مسائل غير) بدون قاعده انتخاب طول گام
  .همگرا گردد

  
  روش اولين مرتبه قابليت اعتماد -2

ها جهت  رويه تكرار اولين مرتبه قابليت اعتماد سازه
جستجوي نقطه حداكثر محتمل و تخمين احتمال خرابي، شامل 

  :باشد سه گام اساسي مي
ع حالت حدي، خواص آماري متغيرهاي تعريف تاب :م اولگا

  تصادفي پايه و پارامترهاي الگوريتم تكرار
انتقال متغيرهاي تصادفي در فضاي نرمال  :گام دوم

استاندارد و جستجوي نقطه حداكثر محتمل مطابق با يك رويه 
  تكرار

                                                 
2- Finite-line search 
3- Finite-step size (FS) 
4- Descent condition 
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محاسبه شاخص قابليت اعتماد بر اساس نقطه  :گام سوم
)((تخمين احتمال خرابي  حداكثر محتمل و β−Φ≈Ρ f (  

هاي  مطابق با گام دوم جهت تخمين احتمال خرابي روش
و  HL-RFاولين مرتبه قابليت اعتماد دو رويه تكرار رياضي 
  .گردد الگوريتم ارائه شده طول گام متناهي در ادامه بيان مي

  
  )HL-RF(فسلر  -ليند و ركويتز -روش هاسوفر -2-1

براي محاسبه نقطه حداكثر  HL-RFه تكرار الگوريتم رابط
  ]:12 ،11[تواند به صورت زير بيان گردد محتمل مي
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 αبردار گراديان تابع حالت حدي در فضاي نرمال استاندارد و 

  . است kUبردار حساسيت متغيرهاي تصادفي پايه در نقطه 
  

  رويه طول گام متناهي سازي  رابطه - 2-2
يك الگوريتم تكرار مناسب با استفاده از يك طول گام بزرگ 
به صورت رابطه زير جهت تعيين نقطه حداكثر محتمل بيان شده 

  ]:11[است 
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طراحي در فضاي نرمال  مقدار بردار FSUكه در آن 

 λαباشد و  استاندارد با توجه به انتخاب طول گام متناهي مي
بردار حساسيت ارائه شده متناهي بوده كه به صورت زير پيشنهاد 

  :گردد مي
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بردار متناهي متغيرهاي تصادفي است كه به  λUكه در آن،
  :گردد صورت رابطه زير تعريف مي

  
)(1 kk

FS
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مقدار طول گام متناهي است كه يك عدد  λكه در آن 

و مقدار شاخص قابليت ) λ<<0(گردد  بسيار بزرگ انتخاب مي
به صورت زير ) 5(و ) 4(مطابق با روابط ) 6(اعتماد رابطه 

  :بازنويسي گرديده است
  

λβ
1

1 )(
)()(

+
+ ∇

∇−
=

kk
T

kk
T

k
k g

gg
αU

UUU                             )9(  

  
) 3(رابطه  HL-RFو رويه تكرار ) 6(مطابق با رابطه تكرار 

رار در محاسبه بردار مشخص است كه اختلاف اين دو رويه تك
در رويه . باشد مي) 7(و ) 5(حساسيت متغيرهاي تصادفي روابط 

طول گام متناهي جهت محاسبه بردار حساسيت، از يك طول 
اگر طول گام متناهي . استفاده شده است) λ<<0(گام بزرگ 

فوق نقطه جديد  گاه، در رويه تكرارباشد آن λ=0برابر با 
طراحي بر نقطه قبلي آن منطبق شده و يا به عبارتي تكرارهاي 

گوريتم لاين بدان معناست كه ا. الگوريتم فوق مشابه يكديگر است
اگر . فوق به كندي همگرا شده و يا همگرايي نابهنگام داشته است

∞→λ  7(و ) 5(در اين صورت با توجه به مقايسه دو رابطه (
 HL-RFمقدار بردار حساسيت الگوريتم ارائه شده مطابق با رويه 

لذا الگوريتم تكرار طول گام متناهي در مسائل . شود نتيجه مي
 HL-RFغيرخطي ممكن است مشكلات همگرايي مشابه با رويه 

جهت اجنتاب . همچون همگرايي نوساني و مغشوش، داشته باشد
مقدار اوليه اين طول ) λ(ي از انتخاب نامناسب طول گام متناه

انتخاب گرديده و بر اساس ارضاي  Armijoگام بر اساس قاعده 
شرايط شيب در هر تكرار، مقدار طول گام بهبود بخشيده شده 

  .است
  
  قاعده انتخاب طول گام منتاهي -3

تر از كه اشاره شد، اگر طول گام متناهي بزرگ طوري همان
maxλλ(كثرش انتخاب گردد مقدار حدا ،ممكن است تعداد )<

كه رويه تكرار  تكرار زيادي جهت همگرايي لازم باشد و يا اين
منطبق گردد و تحليل مرتبه  HL-RFمتناهي بر روش تكرار 

از . ها دچار ناپايداري حل گردد قابليت اعتماد مرتبه اول سازه
است مشكلاتي مانند طرفي، انتخاب طول گام كوچك ممكن 
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ها ايجاد  همگرايي آرام و يا نابهنگام در مسائل قابليت اعتماد سازه
رو، انتخاب طول گام مناسب نه تنها سرعت همگرايي  از اين. كند

را بالا برده بلكه، از ناپايداري حل مسائل قابليت اعتماد نيز 
شود كه طول گام متناهي شرايط  فرض مي. كند جلوگيري مي

  ]14[را برآورد نمايد لذا داريم كه  Armijoجستجوي  امتداد
  

2

2

1
max

)( k

FS
k

FS
k

g
M

U

UU

∇

−
≤

+
λ                                       )10(  

  
جايي كه از آن .)يك عدد بسيار بزرگ( M<<1كه در آن 

بزرگ انتخاب شده و نيز ممكن است اختلاف دو  Mمقدار 
FS(مقدار بردار طراحي جديد و قديم 

k
FS
k UU در تكرارهاي ) 1+−

لذا، مقدار حداكثر طول گام رابطه . متوالي ناچيز برآورد گردد
به صورت زير بازنويسي ) 0U(بر اساس نقطه شروع تكرار ) 10(

  :گردد مي
  

)( 0
max Ug

M
∇

=λ                                                )11(  

  
)(كه در آن  0Ug∇  بردار گراديان تابع حالت حدي در

15010و  0Uنقطه شروع تكرار  ≤≤ M در انتخاب . است
طول گام متناهي از درجه غيرخطي تابع حالت حدي در نقطه 

گردد كه طول  همچنين فرض مي .شروع تكرار استفاده شده است
  ]:15[شرايط شيب را نيز برآورد نمايد ) 11(گام ارائه شده رابطه 

  
2

1 )()( kkk
T gcg UdU ∇−<∇                                    )12(  

  
10كه در آن  1 << c  وFS

k
FS
kk UUd −= اگر . است 1+

ن حالتي، مقدار طول برآورد نگردد در چني) 12(شرط معادله 
c/maxλλگام به صورت  در هر تكرار محاسبه شده كه در آن  =

5.12.1ضريب تنظيم طول گام  << c در غير اين. باشد مي 
لذا، با . صورت، طول گام متناهي به درستي انتخاب گرديده است

و ) 11(رابطه  Armijoتوجه به قاعده انتخاب طول گام متناهي 
به ) kλ(برآورد شرايط شيب، مقدار طول گام در هر تكرار 

  :شنهاد شده استيصورت رابطه زير پ
  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧ ≤
=

−

−−

otherwise
c

if

k

kkk

k 1

11

λ
λ

λ
dd

              )13(  

  
) 11(مطابق با رابطه فوق، مقدار اوليه طول گام از رابطه      

مشخص . رددگ محاسبه مي) Armijoطول گام حداكثر قاعده (
بسيار ) 13(و ) 11(است كه طول گام انتخابي بر اساس دو رابطه 

كه بر  طوريه ساده بوده و نياز به محاسبات پيچيده ندارد ب
اساس اطلاعات نقطه شروع تكرار و نتايج حاصل از تكرارهاي 
جديد و قبلي رويه طول گام متناهي، مقدار حداكثر طول گام به 

مطابق . قابل محاسبه است) 13(رابطه  ورت ديناميكي مطابق باص
لگوريتم تكرار اولين مرتبه قابليت ابا طول گام ارائه شده براي 

ها سه گام اساسي تكرار رويه طول گام متناهي به  اعتماد سازه
  :صورت زير قابل بيان است

تعريف تابع حالت حدي، خواص آماري متغيرهاي  :گام اول
µXتصادفي پايه، نقطه شروع تكرار  و پارامترهاي الگوريتم  0=

15010تكرار مانند  ≤≤ M ،5.12.1 << c  و معيار همگرايي
   ε=−610به صورت 

انتقال متغيرهاي تصادفي در فضاي نرمال  :گام دوم
}){((استاندارد مطابق با تبديل روزنبلات  *1 xFu X

−Φ= ( و
اهي نمت جستجوي نقطه حداكثر محتمل مطابق با يك رويه تكرار

  :به صورت
  محاسبه گراديان تابع حالت حدي در فضاي نرمال استاندارد -1
 رابطه با مطابق حداكثر گام طول محاسبه است k=0 اگر -2

)11(  
  )8(با توجه به رابطه ) λU(محاسبه بردار طراحي متناهي  -3
  )9(و ) 7(به ترتيب بر اساس روابط  βو  λαمحاسبه  -4
  )6(محاسبه مقدار جديد بردار طراحي بر اساس رابطه  -5
  و شرايط شيب) 13(به روز رساني طول گام مطابق با رابطه  -6

ر به صورت گرايي رويه تكراكنترل هم :گام سوم
ε<−+

FS
k

FS
k UU ي شرط آن، محاسبه احتمال ردر صورت برقرا 1

)((خرابي  β−Φ≈Ρ f ( بر اساس نقطه حداكثر محتمل
)FS

kU 1+=β ( و بردار حساسيت متغيرهاي تصادفي پايه
)λαα 1+= k (1صورت  در غير اين+= kk به گام دوم عو ارجا  

  
  اي هاي سازه مثال -4

بر اساس الگوريتم ارائه شده اهميت انتخاب طول گام در 
مثال ارزيابي شده  پنجاي با ارائه  خطي سازه تحليل مسائل غير
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جهت تحليل  MATLABاي به زبان  رو برنامه از اين. است
الگوريتم  مطابق با) 6(قابليت اعتماد به كمك رويه تكرار رابطه 

 كارگيري انواع توابع غيره ارائه شده فوق تدوين شده كه امكان ب
نرمال، گامبل، وايبول، فسچر و يكنواخت را  -لوگ: نرمال از جمله

هاي متنوعي در نظر گرفته شده و  براي اين منظور، مثال. دارد
ثر بودن الگوريتم اولين مرتبه ؤهمگرايي، توانايي، كارايي و م

 HL-RFاد با طول گام متناهي، بررسي و با روش قابليت اعتم
در الگوريتم ارائه شده ضريب طول گام در . مقايسه شده است

) c(و ضريب تنظيم طول گام  M= 35برابر ) 11(رابطه 
و نيز طول گام ثابت بدون  4/1برابر با ) 13(مطابق با رابطه 

بر . در نظر گرفته شده است 15برابر با  Armijoه انتخاب قاعد
6اساس معيار همگرايي خطا به صورت 

1 10−
+ ≤− kk UU  و

. باشد نقطه شروع تكرار برابر ميانگين هر متغيرهاي تصادفي مي
ها بردار گراديان بر اساس رويه  در تحليل قابليت اعتماد سازه

  . تفاضل مركزي محاسبه شده است

  
  زه دو درجه آزاديسا -4-1

با  )1(سيستم دو درجه آزادي نشان داده شده در شكل 

هاي طبيعي  فركانس
p

p
p M

K
=ω  و

s

s
s M

K
=ω  و ضرايب

به ترتيب به اولين و  sو  pهاي  كه انديس sξو  pξميرايي 
به عنوان ] 9 ،3[مراجع از دد، بر گرفته گر دومين جداساز برمي

  .اي انتخاب شده است خطي و پيچيده سازه يك مثال غير
  

  
  

  1نمايش سيستم دو درجه آزادي مثال  -1شكل
  

  ]:3[تابع حالت حدي به صورت رابطه زير تعريف شده است 
  

2/12 ])[( sxEPKsFsg ×−=             )14(  

  
  و 3برابر با  Pكه در آن 

  

]
4

)(
)4(

[
4

][ 4

33

222
02

aa

psspp

aasp

sa

ss
s

SxE
ωξ

ωωξωξ
γξθξξξ

ξξ
ωξ

π +
×

++
=

 
)15(     

تابع چگالي نويز سفيد است،  0Sآن  كه در
p

s

M
M

=γ  ضريب

جرم و 
2

sp
a

ωω
ω

+
ميانگين فركانسي و  =

2
sp

a

ξξ
ξ

+
= 

ميانگين ضريب ميرايي دو سيستم و 
a

sp

ω
ωω

θ
−

پارامتر تعديل  =

نرمال غير  -متغير تصادفي لوگ 8اين مثال شامل ]. 8 ،3[است 
ارائه  )1(ها در جدول  وابسته است كه خصوصيات آماري آن

  .است شده
  

  )1(خصوصيات آماري متغيرهاي تصادفي مثال  -1 جدول

  ميانگين  متغير
انحراف
  ميانگين  متغير  معيار 

انحراف 
  معيار 

pM1  1/0 pξ 05/0  02/0  
sM01/0  001/0 sξ 02/0 01/0  
pK1  2/0 sF 15  5/1  
sK01/0  002/0 0S  100  10  

  
تحليل قابليت اعتماد ] 9 ،8، 3[مثال توسط مراجع اين 

 HL-RFمرتبه اول گرديده است كه با توجه به رويه بهبود يافته 
بر اساس تابع شايسته مقدار شاخص قابليت اعتماد بر گرفته از 

سازي  نتيجه شده و بر اساس رويه بهينه 01/2برابر با ] 8[مرجع 
مقدار شاخص ] 3[جع خطي بر گرفته از مر گراديان مزدوج غير

اخيراً اين . نتيجه شده است 01663/2قابليت اعتماد آن برابر با 
بر اساس روش جستجوي مزدوج رويه ] 9[مثال توسط مرجع 

HL-RF تحليل قابليت اعتماد مرتبه اول گرديده كه مقدار هم-
حاصل  01646/2گرا شده شاخص قابليت اعتماد در آن برابر با 

تاريخچه همگرايي شاخص قابليت  )2(در شكل . گرديده است
بر اساس الگوريتم متناهي با دو طول گام ثابت  )1(اعتماد مثال 

و طول گام ديناميكي مطابق با قاعده ) 15طول گام برابر با (
 HL-RFبا روش ) )13(رابطه (و شرايط شيب  Armijoانتخاب 

  . مقايسه شده است) روش هاسوفر و ليند(
  

  
  )1(مثال  براي اعتماد قابليت گرايي شاخصتاريخچه هم - 2شكل 
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به حل پايداري همگرا  HL-RFمشخص است كه روش 
نشده و همگراي آن همراه با نوسان به دو شاخص قابليت اعتماد 

اما رويه طول گام  .باشد مي} 22278/4و  96297/4{به صورت 
رويه تكرار طول گام . متناهي به نتايج پايداري همگرا شده است

بر اساس قاعده انتخاب طول گام ديناميكي با تعداد تكرار  متناهي
شاخص . كمتري نسبت به رويه طول گام ثابت همگرا شده است
تكرار  46قابليت اعتماد همگرا شده الگوريتم ارائه شده بعد از 

باشد كه منطبق بر نتايج حاصل از مراجع  مي 016643/2برابر با 
اكثر محتمل و بردار نتايج همگرايي نقطه حد. است] 9 ،3[

  .درج شده است )2(حساسيت متغيرهاي اين مثال در جدول 
  

  )1(گرايي رويه طول گام متناهي براي مثال نتايج هم - 2 جدول
  X  α*  متغير  X  α*  متغير

pM0017/1  0340/0  pξ02800/0 6514/0- 
sM01009/0  0690/0  sξ01214/0 4096/0- 
pK1016/1  2920/0  sF7291/13 4137/0- 
sK01115/0  3210/0  0S 713/103 2062/0 

  
  سازه مخروطي -4-2

 Mو لنگر خمشي  Pيك سازه مخروطي تحت بار محوري 
  ]. 3[را در نظر بگيريد  )3(مطابق با شكل 

  

t

M P

α

r1 r2

-

 
  

  ]3[ 2نمايش شماتيك سازه مخروطي مثال -3شكل 
  

توان به صورت  بر اساس تحليل پوسته، تابع عملكرد آن را مي
  ]:3[نظر گرفت  رابطه زير در

  

)
2

(
cos

)1(3
1

1
22

2

r
MP

tE
v

g
ηγαπ

+×
−

−=                             )16(  

 
در نظر  41/0و  33/0به ترتيب برابر با  ηو  γكه در آن ضرايب 

 3/0ضريب پواسون به صورت معين برابر بـا   vو ] 3[گرفته شده 
نرمال غيـر وابسـته دارد   متغير تصادفي  ششله أاين مس. باشد مي

  .نشان داده شده است )3(ها در جدول  كه خصوصيات آماري آن

  )2(خصوصيات آماري متغيرهاي تصادفي مثال  - 3 جدول

 E  متغير
(MPa) 

t 
(mm) 

α  
(rad) 

1r  
(m) 

M 
 (KN- 

m) 

P 
(KN) 

 70  80  9/0  524/0  5/2  70000 ميانگين

ضريب
  تغييرات

05/0 05/0  02/0  025/0  08/0  08/0 

 
مقدار شاخص قابليت اعتماد و نقطه حداكثر محتمل همگـرا  

  و =β 79728/4بـه ترتيـب برابـر بـا      ]3[شده برگرفته از مرجع 
  =*X  ]64345و  99/1و  5282/0و  8872/0و  198/90و  307/74[

بليت اعتماد تحليل قا] 5[اين مثال توسط مرجع  ،اخيراً. باشد مي
مرتبه اول شده كه شاخص قابليت اعتماد همگرا شده آن برابر بـا  

-مقايسه تاريخچـه هـم   )4(در شكل . حاصل شده است 7965/4
و روش طول گام متناهي نشان داده شـده   HL-RFگرايي روش 

ه به شاخص قابليت اعتماد دشه مشخص است كه روش ارائ. است
حلــي بــه صــورت  HL-RFپايــداري همگــرا گرديــده امــا رويــه 

همچنــين نقــش اســتفاده از قاعــده . اغتشــاش نشــان داده اســت
انتخاب طول گام در اين مثال به خوبي نشان داده شـده كـه بـه    

به شـاخص قابليـت   ) تكرار 11در حدود (تعداد تكرار بسيار كمي 
همگرا شده كـه بـا مقـادير حاصـل از      796879/4اعتماد برابر با 

همگرايـي نقطـه حـداكثر محتمـل و     نتـايج  . مراجع يكسان است
همچنين بردار حساسيت متغيرهاي مثال ارائه شده فـوق مطـابق   

مشـخص اسـت كـه    . ارائه شده است )4(در جدول ) 16(با رابطه 
رويه ارائه شده تحليل قابليـت اعتمـاد بـه مقـدار نقطـه حـداكثر       

  .همگرا گرديده است] 3[محتمل نزديك به مرجع 
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اعت
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ص ق
اخ
ش

ر تعداد تكرا

طول گام ديناميكي-روش طول گام متناهي 
15=طول گام -روش طول گام متناهي

روش هاسوفر و ليند

4.7955

4.7965

4.7975

3 6 9 12 15 18

  
  

ايي شاخص قابليت اعتماد براي مثال تاريخچه همگر - 4شكل 
)2(  
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  2نتايج همگرايي رويه طول گام متناهي براي مثال  -4جدول
 E  متغير

(MPa) 
t 

(mm) 
α 

(rad) 
r1 

(m) 
M  

(kN-m) 
P

(kN) 

*X  7/64008  991/1  5282/0  8873/0  122/90  
272/
74 

α  3569/0- 
8473/

0-  
0826/0-  1177/0  3297/0  

1590/
0 

  
  شكل با تكيه گاه ساده Iتير  -4-3

از  Aدر فاصـله   Pشكل با تكيه گاه ساده تحت بار  Iيك تير 
تابع حالت . در نظر گرفته شده است )5(تكيه گاه مطابق با شكل 

حدي تير بر اساس حداكثر تنش حاصله به صـورت زيـر تعريـف    
  ]:2[شده است 

  

]
)2)((

)([
2

12
33

fwff tdtbdb
dAL

L
PASg

−−−
−

−=                  )17(  

  

 
  

  3شكل مثال  Iتير  -5شكل 
  

تير فوق شامل هشت متغير تصادفي غيـر وابسـته اسـت كـه     
هـا در  اطلاعات مربوط به توابع توزيع احتمال و خواص آماري آن

بر اساس نتايج حاصل از تحليل قابليـت  . درج شده است 5جدول 
ار شـاخص قابليـت   مقـد ] 2[اعتماد تير مذكور بر گرفته از مرجع 

اين تيـر بـر اسـاس    . نتيجه شده است 8112/2اعتماد آن برابر با 
و روش طول گام متناهي ارائه شده تحليل قابليت  HL-RFرويه 

اعتماد شده است كه به ترتيـب مقـدار شـاخص قابليـت اعتمـاد      
و نقطه  811767/2تكرار برابر با  9و  12ها بعد از  همگرا شده آن

  بر با حداكثر محتمل برا
 71/69و  4/166952و  275/2و  925/2و  1561/0و  2249/0[

  =*X  ]866/6و  73/126و 
سـازي روش طـول گـام    مشـخص اسـت رابطـه   . نتيجه شده است

در تحليــل قابليــت اعتمــاد  HL-RFمتنــاهي بــه ســادگي روش 
  امـا سـرعت همگرايـي بيشـتري نسـبت بـه روش       .ها اسـت  سازه

HL-RF ستدر اين مثال نشان داده ا.  
  
  
  
 

 )3(متغيرهاي تصادفي و خواص آماري مثال  - 5جدول 
انحراف 
 معيار

 متغير واحد تابع توزيع ميانگين

3/0  5/6 kN P نرمال   
mm L نرمال 120 5  
نرمال-لوگ 75 5  mm A  

 MPa S گامبل 170000 4760
04/0  3/2 mm d نرمال   
075/0  97/2 mm fb وايبول   

02/0  16/0 mm wt نرمال   

02/0  26/0 mm ft نرمال   

 
  ستون بتني - 4-4

 )3(تابع حالت حدي براي سـتون بتنـي بـر گرفتـه از مثـال      
  :، به صورت رابطه زير ارائه شده است]16[مرجع 
  

2

4

3

4
2

2

4
2

1 )(441
xhb

x
xhb

x
xhb

xg −−−=                              )18(  

  
به ترتيب عرض و ارتفاع ستون بتني است كه  hو  bكه در آن 

گرفته در نظر  6/0و  4/0به صورت متغير معين به ترتيب برابر با 
از تـابع   4xتـا   1xمتغيرهاي تصـادفي غيـر وابسـته    . شده است

كننـد كـه خـواص آمـاري      نرمال پيروي مي -توزيع احتمال لوگ
  .درج شده است )6(ها در جدول  آن
  

  )4(خواص آماري ستون بتني مثال  - 6 جدول

 1x  متغير

)kN-m(  
2x 

)kN-m(  
3x 

)kN(  
4x 

)MPa(  
  40  2500  125  250  ميانگين

  4  500  5/37  75  انحراف معيار
  

تحليل قابليت اعتماد مرتبه اول ] 16[اين مثال توسط مرجع 
گرديده است كه مقدار شاخص قابليـت اعتمـاد همگـرا شـده آن     

مقدار شاخص قابليـت اعتمـاد   . نتيجه شده است 6013/4رابر با ب
 601314/4تكرار برابر با  26رويه ارائه شده متناهي برابر به ازاي 

مطابقـت  ] 16[حاصل شده است كه بـا مقـدار حاصـل از مرجـع     
نيز تحليـل قابليـت اعتمـاد     HL-RFاين مثال توسط روش . دارد

ه اسـت كـه مقايسـه اي از    تكرار همگرا گرديد 29شده كه بعد از 
براي متغيرهـاي   HL-RFبردار حساسيت روش ارائه شده و رويه 

مشخص اسـت كـه مقـدار    . ارائه شده است )7(طراحي در جدول 
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رابطـه   HL-RFو روش ) 7(حساسيت حاصل از رابطه ارائه شده 
  .اختلاف چنداني ندارد) 5(
  

  )4(مثال ) α(مقايسه بردار حساسيت  - 7 جدول

 1x  متغير
)kN-m(  

2x 
)kN-m(  

3x 
)kN(  

4x 
)MPa(  

HL-RF 7153/0  3106/0 3451/0 5224/0- 
روش ارائه 

  شده
7150/0  3106/0  3454/0  5225/0 -  

  
  خطي تابع حالت حدي غير - 4-5

لت حدي غيرخطي زير كه اثر خرابي ضـربه بـر درب   تابع حا
دهد به صورت زيـر در نظـر گرفتـه شـده      نشان ميرا يك ماشين 

  ]:17[است 
  

75.0000786.00556.0

0432.0843.0489.0
2
11119

1096573

−++

−+=

xxx

xxxxxxg           )19(  

  

  كه در آن
  

)0.10,0(~10~9

),006.0,3.0(~9~8

),005.0,1(~7~1

Nxi

Nxi

Nxi

i

i

i

=

=

=
),(و        σµN   معرف  

 σو انحـراف معيـار    µتابع توزيع احتمال نرمال بـا ميـانگين   
يشنهادي با طول گام دينـاميكي  پاين مثال بر اساس روش  .است

-HLو نيـز رويـه    15و روش طول گام بينهايت با طول گام برابر 

RF     6تحليل گرديده است كه تاريخچـه همگرايـي آن در شـكل 
ــده اســــت ــان داده شــ ــه روش. نشــ   مشــــخص اســــت كــ

HL-RF         به صورت نوساني تنـاوبي بـه چهـار نقطـه بـه صـورت
همگرا گرديده كه يك } 1757/3، 0351/2، 9180/1، 2957/1{

روش طول گام متناهي با طول . باشد حل ناپايدار از مثال فوق مي
تكرار و روش طـول گـام منتـاهي بـا      216با  15طول گام برار با 

تكرار بـه نتـايج    21طول گام ديناميكي ارائه شده در اين مقاله با 
ــا (مشــابه  همگــرا ) 497481/3شــاخص قابليــت اعتمــاد برابــر ب
لذا، طول گام دينـاميكي ارائـه شـده موجـب تطبيـق      . اند گرديده

 مناسب بردار حساسيت در هر تكـرار گرديـده و بـراي تـابع غيـر     
، موجب كاهش چشـمگير تعـداد تكـرار    )19(خطي حالت حدي 

و  1مثـال  (خطي  ائل غيربراي مس. جهت همگرايي گرديده است
  .الگوريتم ارائه شده همگرايي سريع از خود نشان داده است) 5

 
  

تاريخچه همگرايي شاخص قابليت اعتماد براي مثال  - 6شكل 
)5(  

  
  ثير طول گام بر رويه اولين مرتبه قابليت اعتمادأت -4-6

مقدار طول گام حداكثر به مقدار ضريب ) 11(مطابق با رابطه 
وابســته اســت كــه در ايــن مقالــه بــه صــورت ) M(طــول گــام 

15010 ≤≤ M   مقايســه  )8(در جـدول  . پيشـنهاد شـده اســت
) β(نتايج تعداد تكرار جهت همگرايي و شاخص قابليت اعتمـاد  

ها نسبت به  روش طول گام متناهي جهت تحليل مرتبه اول سازه
نتـايج منـدرج در   . ن ضريب طول گام ارائـه گرديـده اسـت   چندي

كه طول گام پيشنهادي بـه نحـو    هستندحاكي از آن ) 8(جدول 
اي را تضمين كـرده   مناسبي همگرايي مسائل قابليت اعتماد سازه

منجــر بــه ) 1(و در مســائل غيــر خطــي و پيچيــده ماننــد مثــال 
قادير ضـريب  همگرايي حل با تعداد تكرار مشابه به ازاي تمامي م

  .طول گام شده است
  

  حساسيت الگوريتم ارائه شده به ضريب طول گام - 8جدول 

ضريب 
M  

  1مثال 
β  

  )تكرار(

 2مثال 
β  

  )تكرار(

  3مثال 
β  

  )تكرار(

  4مثال 
β  

  )تكرار(

  5مثال 
β  

  )تكرار(

10 
01989/2  

)32(  
79689/4  

)10(  
81177/2  

)7(  
60131/4  

)28(  
49748/3  

)28(  

20  01670/2  
)53(  

79689/4  
)11(  

81177/2  
)9(  

60131/4  
)27(  

49748/3  
)31(  

40  01653/2  
)61(  

79689/4  
)11(  

81177/2  
)9(  

60131/4  
)26(  

49748/3  
)22(  

60  01648/2  
)52(  

79689/4  
)8(  

81177/2  
)9(  

60131/4  
)26(  

49748/3  
)52(  

80  01650/2  
)47(  

79689/4  
)8(  

81177/2  
)10(  

60131/4  
)26(  

49748/3  
)24(  

100  01645/2  
)42(  

79689/4  
)9(  

81177/2  
)10(  

60131/4  
)26(  

49748/3  
)28(  

150  01664/2  
)46(  

79689/4  
)9(  

81177/2  
)11(  

60131/4  
)25(  

49748/3  
)161(  
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دهد كه به ازاي ضريب برابر بـا  نشان مي) 5(مثال غير خطي 
. تعداد تكرار جهت همگرايي رشد چشمگيري داشـته اسـت   150

طرفي مشخص است كه رابطه پيشنهادي طـول گـام نسـبت بـه     
چنـدان   100تـا   20تغييرات ضريب طول گام در محـدوده بـين   

  . باشد حساس نمي
خطي حداقل ضريب  ه در مسائل غيرگردد ك پيشنهاد مي     

 1مثال ) (10به عنوان مثال برابر با (طول گام در نظر گرفته شود 
هاي مثال(خطي متوسط  اما در مسائل با درجه غير) 5و مثال 

در نظر گرفته شود كه  50مقدار طول گام در حدود ) )4( تا) 2(
در اين گونه مسائل حساسيتي از نحوه همگرايي رويه تكرار 

  .نسبت به ضريب طول گام مشاهده نشده است
  
  نتايجدر مورد بحث  -6

روش طول گام متناهي ارائه شده بر اساس طول گام      
و روش   HL-RFديناميكي با استفاده از شرايط شيب با دو روش 

 )5(براي مثال ] 11[طول گام متناهي ارائه شده توسط مرجع 
ول گام متناهي در رويه پارامتر ط. مورد بررسي مقايسه شده است

برابر ] 11[و رويه مرجع  M= 80ديناميكي ارائه شده برابر با 
برابر با ) c(با ضريب تنظيم طول گام  15با يك طول گام ثابت 

ها در  نتايج همگرايي اين روش. در نظر گرفته شده است 4/1
  . مورد بررسي ارائه شده استهاي  براي مثال )9(جدول 

و  )2(، )1(هاي در مثال  HL-RFمشخص است كه روش      
همگرا نگرديده و نسبت به روش ارائه شده از توانمندي  )5(

اما دو رويه طول گام متناهي با طول گام . كمتري برخوردار است
در تمامي ] 11[و طول گام ثابت ) روش ارائه شده(ديناميكي 

اما، تعداد تكرار جهت . اند تايج مشابه همگرا گرديدهها به ن مثال
 طوريه خطي متفاوت نتيجه شده ب هاي غير همگرايي در مثال

كه، روش ارائه شده با تعداد تكرار بسيار كمتري همگرا گرديده 
رو، روش ارائه شده نسبت به روش طول گام متناهي  از اين. است

خطي متوسط  درجه غير هاي بادر مثال. از كارايي بالاتري دارد
  HL-RF، روش پيشنهادي نسبت به روش ))4(و  )3(هاي  مثال(

در ] 11[ رديده اما، روش طول گام متناهي ثابتگتر همگرا سريع
نسبت به ) 5/1در حدود (ها با تعداد تكرار بيشتري اين مثال

لذا طول گام ديناميكي امكان . همگرا شده است  HL-RFروش 
همگرايي كارا و صحيح را براي الگوريتم  تطبيق مناسب جهت

  . كند متناهي فراهم مي
  
  
  

  حساسيت الگوريتم ارائه شده به ضريب طول گام - 8جدول 

روش 
  تكرار

  1مثال 
β  

  )تكرار(

 2مثال 
β  

  )تكرار(

  3مثال 
β  

  )تكرار(

  4مثال 
β  

  )تكرار(

  5مثال 
β  

  )تكرار(

HL-RF 
همگرايي 
  نوساني

همگرايي 
  مغشوش

81177/2  
)12(  

60131/4  
)29(  

همگرايي 
  نوساني

طول گام 
[متناهي

11[  

01670/2  
)63(  

79689/4  
)17(  

81177/2  
)17(  

60131/4  
)48(  

49748/3  
)216(  

طول گام 
ديناميكي 
  متناهي

01650/2  
)47(  

79689/4  
)8(  

81177/2  
)10(  

60131/4  
)26(  

49748/3  
)24(  

  
  گيري خلاصه و نتيجه -7

رتبه قابليت اعتماد بر مبنـاي  يك روش اولين م ،در اين مقاله
در اين الگـوريتم تكـرار اولـين    . طول گام متناهي ارائه شده است

ها، طول گـام متنـاهي بـر اسـاس يـك       مرتبه قابليت اعتماد سازه
ــا اســتفاده از قاعــده انتخــاب امتــداد جســتجوي   رابطــه ســاده ب

Armijo  قابل محاسبه است كه بر اساس شرايط شيب به صورت
ابق بــا نتــايج تكرارهــاي جديــد و قبلــي، تنظــيم دينــاميكي مطــ

يك رابطه مناسب ضـريب حساسـيت بـر    ). )13(رابطه (گردد  مي
با استفاده از طـول  ) )8(رابطه (اساس ارائه بردار طراحي متناهي 

گام ارائه شده، تعريف شده كه مطابق آن الگوريتم تكرار متنـاهي  
توانمنـدي   صحت همگرايي، كـارايي و . رابطه سازي گرديده است

اي بر گرفته از مراجع آزمون شـده   اين روش با چندين مثال سازه
  . است

كـه روش طـول گـام متنـاهي، اسـتفاده       ندانتايج نشان داده
اي  سـازه  خطـي و پيچيـده   آميزي در مسائل بسـيار غيـر  موفقيت

كه اين روش بـر خـلاف    طوريه ب. داشته است) )2(و  )1(مثال (
خطي دچار همگرايي به صورت  غير در مسائل HL-RFالگوريتم 

) )2(مثـال  (يا همگرايـي همـراه بـا اغتشـاش     ) )1(مثال (نوسان 
در  HL-RFنشده است و توانمندي بسيار بالايي نسبت بـه روش  

  . مسائل پيچيده مهندسي دارد
رابطـه  ( Armijoانتخاب طول گام متناهي بر اسـاس قاعـده   

گوريتم طول گـام  موجب كاهش محاسبات و تعداد تكرار ال) )11(
لذا اين الگوريتم علاوه بر  .))4(تا  )1(هاي مثال(گردد  متناهي مي

اي  تضمين پايداري عددي از سرعت بالاتري نيز در مسـائل سـازه  
  .برخوردار است

رابطه تكرار الگوريتم ارائه شده به سادگي روش اولين مرتبـه  
 HL-RFامـا نسـبت بـه رويـه      .باشد مي HL-RFقابليت اعتماد 

كه، با تعداد تكرار بسيار پـايين   به طوري. توانمندتر و كاراتر است
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هاي مورد بررسي،  همگرايي مناسبي از تحليل قابليت اعتماد مثال
  .ارائه داده است

همگرايي الگوريتم ارائه شده وابستگي چشمگيري به ضـريب  
ــابي     ــدوده انتخ ــداده اســت و مح ــان ن ــاهي نش ــام متن ــول گ ط

15010 ≤≤ M خطي مناسب است در مسائل غير .  
  
  مراجع -6

[1]   Rackwitz, R., "Reliability Analysis-A Review 
and Some Perspectives", Structural Safety, 
2001, 23 (4), 365-395. 

[2]   Huang, X., Zhang, Y., "Reliability-Sensitivity 
Analysis Using Dimension Reduction Methods 
and Saddle Point Approximations", 
International Journal for Numerical Methods in 
Engineering, 2013, 93 (8), 857-886. 

ارائه فرمولاسيون مناسب ". ميري، م،. گر، ب، كشته   ]3[
خطي به منظور محاسبه  سازي گراديان مزدوج غير بهينه

عمران و محيط  مجله مهندسي ،"ها شاخص سلامتي سازه
 .93-70، )2( 41، 1390 ،دانشگاه تبريز يستز

[4]   Santosh, T. V., Saraf, R. K., Ghosh, A. K., 
Kushwaha, H. S., "Optimum Step Length 
Selection Rule In Modified HL-RF Method 
For Structural Reliability", International 
Journal of Pressure Vessels and Piping, 2006, 
83 (10), 742-748. 

[5]   Gong, J., Yi, P., Zhao, N., "Non-Gradient-
Based Algorithm for Structural Reliability 
Analysis", Journal of Engineering Mechanics, 
2014, 140 (6), 1-16. 

[6]   Maes, M. A., Breitung, K., Dupuis, D. J., 
"Asymptotic Importance Sampling", Structural 
Safety, 1993, 12 (3), 167-186. 

[7]   Hasofer, A. M., Lind, N. C., "Exact and 
Invariant Second Moment Code Format", 
Journal of Engineering Mechanics Division, 
1974, 111 (21), 111-121.  

[8]   Kiureghian, A. D., Stefano, M. D., "Efficient 
Algorithm for Second-Order Reliability 
Analysis", Journal of Engineering Mechanics, 
1991, 117 (12), 2904-2923. 

[9]   Keshtegar, B., Miri, M., "Introducing 
Conjugate Gradient Optimization for Modified 

HL-RF Method", Engineering Computations, 
2014, 31 (4), 775-790. 

[10]   Liu, P. L., Kiureghian, A. D., "Optimization 
Algorithms for Structural Reliability", 
Structural Safety, 1991, 9 (3), 161-178. 

[11]   Yang, D., "Chaos Control for Numerical 
Instability of First Order Reliability Method", 
Communications in Nonlinear Science and 
Numerical Simulation, 2010, 15 (10), 3131-
3141. 

[12]   Gong, J. X., Yi, P., "A Robust Iterative 
Algorithm for Structural Reliability Analysis", 
Structural and Multidisciplinary Optimization, 
2011, 43 ( 4), 519-527. 

[13]   Keshtegar, B., Miri, M., "An Enhanced HL-RF 
Method for the Computation of Structural 
Failure Probability Based on Relaxed 
Approach", Civil Engineering Infrastructures, 
2013, 1 (1), 69-80. 

[14]   Shi, Z. J., Wang, S., Xu, Z., "The Convergence 
of Conjugate Gradient Method with 
Nonmonotone Line Search", Applied 
Mathematics and Computation, 2010, 217 (5), 
1921-1932. 

[15] . Rivaie, M., Mustafa, M., Leong, W. J., Ismail, 
M., "A New Class of Nonlinear Conjugate 
Gradient Coefficients with Global 
Convergence Properties", Applied 
Mathematics and Computation, 2012, 218 (22), 
11323-11332. 

[16]   Yi, L., Barbara, J. L., "Numerical 
Approximations of Design Points in Reliability 
Analysis under Parametric Changes", Journal 
of Engineering Mechanics, 2007, 133 (11), 
1213-1221. 

[17]   Youn, B. D., Choi, K. K., Du, L., "Adaptive 
Probability Analysis Using an Enhanced 
Hybrid Mean Value Method", Structural and 
Multidisciplinary Optimization, 2005, 29, 134-
148.  

  
  
  



Journal of Civil and Environmental Engineering 
Volume 45, Issue 3, Autumn 2015 
 

 

* Corresponding Author 
E‐mail addresses: bkeshtegar@uoz.ac.ir (Behrooz Keshtegar) 

 
  EXTENDED ABSTRACTS    
 
Step Size Effect on Convergence of the First Order Reliability Method 
of Structures  
 
Behrooz Keshtegar* 
 
Department of Civil Engineering, University of Zabol, Zabol 9861335856, Iran 

 
Received: 24 December 2014; Accepted: 16 August 2015 
 
 

Keywords:  
Structural reliability Analysis, Finite-step size, First-order reliability method, Failure probability 
   

 
1. Introduction 

Engineering problems are included various uncertainties such as: the material, geometric properties, external 
loads. Therefore, the structural reliability analysis can be used to consider uncertainties based on a probabilistic 
model, efficiently [1, 2]. The failure probability is estimated by a multi-dimensional integral as follows [2]: 
 

)(...),...,(...
0)(

11 β−Φ≈= ∫ ∫
≤Xg

nnXf dxdxxxfP                 (1) 

 
where, )(Xg  is the limit state function (LSF) which separates the design domain into failure ( ( ) 0<Xg ) and safe 
( 0)( >Xg ) regions with respect to basic random variables T

nxxxX )...,,,( 21=  and β  is the reliability index. The 
various approximation methods including the first-order reliability method (FORM) [1] and the second-order 
reliability method (SORM) methods [3] are used to estimate the multiple integral Eq. 1. The HL-RF iterative 
algorithm is the most widely used for the structural reliability analysis [1, 3]. The HL-RF scheme may be converged 
to unstable solution such as: periodic, bifurcation and chaos solutions in highly nonlinear problems [4]. In this paper, 
a new iterative formula has been presented based on the finite-step size for estimating the failure probability. A 
finite- step size is developed by Armijo line search rule and the sufficient descent condition. The robustness and 
efficiency of the finite-step size method were compared with the HL-RF shame. The results illustrate that the new 
method is more robust and efficient than the HL–RF scheme in the structural reliability analysis.  
 
2. Basic iterative finite­step size method 

     The basic process of FORM is to search the most probable point (MPP), *U=β  [2]. Typical FORM involves 

the three steps to estimate the probability of failure as  
Step 1: Transform the basic random variables from the original space into standard normal space by Rosenblatt 
transformation [1, 2] i.e. )}({ *1 xFu X

−Φ= . 

Step 2: Search the MPP i.e. T
nuuuU ),...,( **

2
*
1

* =  based on an iterative process 
Step 3: Calculate the probability of failure as )( β−Φ≈Ρ f .  
 
2.1. finite­step size algorithm 

The iterative formula of the finite-step size (FS) algorithm for calculating the reliability index can be written as  
 

λαβ 111 +++ = kk
FS
kU                              (2) 

 



Behrooz Keshtegar / J. Civ. Env. Eng. 45 (2015)  
 

 
     In this method, λα  is the finite-sensitivity vector of random variables, which is computed by 
 

λ

λ
λα

1

1
1

+

+
+ =

k

k
k U

U                     (3) 

 
in which, point λ

1+kU  is finite-vector of random variables, which is calculated as  
 

)(1 kk
FS
kk g UUU ∇−=+ λλ                    (4) 

 
where, λ  is the finite-step size that it chose a large value as 0>>λ . Also, the reliability index in iterative formula 
Eq. (2) is written as follows:  
 

λα
β

1
1 )(

)()(

+
+ ∇

∇−
=

kk
T

kk
T

k
k g

gg
U

UUU                   (5) 

 
     The FS approach is as simple as the HL-RF. The finite-step size iterative algorithm is adjusted to the HL-RF 
method, when ∞→λ . Therefore, the phenomena of convergence failure may occur, when the step length is too 
large in the FS algorithm. In the iterative process (2) is dependent on the degree of nonlinearity of the limit state 
function. Therefore, more iteration is needed to attain the stable results for highly nonlinear performance function.  
 

2.2. Selecting the step size 

     The step size is an important criterion on the iterations of the FS scheme. If maxλλ > , the iterative sequence of 
FS algorithm may be failed in highly nonlinear performance function and if λ is chosen too small, the iterative 
scheme is converged slowly. If λ  is well-defined, then convergence of FS algorithm can be obtained, robustly and 
efficiently. Suppose that λ  satisfies Armijo-type line search [5]; the maximum step size has been suggested based 
on Armijo line search rule as 
 

)( 0
max Ug

M
∇

=λ                    (6) 

 
     In which, 10010 << M  and )( 0Ug∇  is gradient vector at the start point in normal standard space. Assume that 

this step size satisfies the sufficient descent condition i.e. 2

1 )()( kkk
T gcg UdU ∇−<∇ .  If  1−> kk dd ; therefore, 

c/maxλλ ≤  in which 5.12.1 << c ; This step size holds the sufficient descent conditions with Armijo line search as  
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=
−
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c
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kkk

k λ
λ
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                 (7) 

 

where, kd  is the search direction vector that computed as FS
k

FS
kk UUd −= +1  

 
3. Results and discussion 

The computational performance of the FS was compared with the HL-RF by a nonlinear and complex structural 
performance function in FORM. This example indicated a type of problem with non-normal random variables and a 
complicated performance function as [2, 3]  

 
2/12 ])[( sxEPKsFsg ×−=                   (8) 

 
where, Fs  denotes force capacity, P is considered as a deterministic constant with the value of 3 and ][ 2

sxE is as 
follows: 
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In which, 
p

s

M
M

=γ , 
2

sp
a

ωω
ω

+
= , 

a

sp

ω
ωω

θ
−

= , and 
2

sp
a

ξξ
ξ

+
= . 0S  is intensity of the white noise [3]. The means 

and standard deviations of independent random variables with Lognormal distribution are listed in Table 1.  
 

Table 1. Statistical basic random variables 

Random variable pM 
sM pK sK pξ sξ sF 

0S 
Mean 1 .01 1 0.01 0.05 0.02 100 15 

Standard deviation 0.1 0.001 0.2 0.001 0.02 0.01 10 1.5 
 

     The safety index value is taken from Ref. [2] and has a value of 2.01646. The convergence history of this 
example based on the HL-RF and FS methods is shown in Figure 1. It is seen, the HL-RF method is converged to 
the periodic-2 solution of the reliability index as {4.9807, 4.2170}. The FS algorithm has shown excellent and stable 
convergence (the reliability index is attained after 46 iterations as β =2.016643).  
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Fig. 1. Iterative history of reliability index based on FORM. 

 

4. Conclusions 

     A new iterative FORM formula has been proposed to solve complicated structural reliability problems. This 
method is founded based on the new sensitivity vector using the finite-step size based on Armijo-type line search. 
The proposed reliability analysis performed better in terms of both accuracy and the number of function evaluations 
in the same case reliability examples. The FS is proved to be robust and more efficient with the minimum number of 
iterations to achieve stable results than the HL-RF scheme in nonlinear structural reliability problems. It is 
concluded that the FS algorithm has better performance compared with the HL-RF method.  
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