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1. Introduction 
The Moving Particle Semi-implicit (MPS) is one of the efficient meshless numerical methods that has been 

successfully used to analyze various engineering problems. In this method, the approximation of the 
derivatives of the function is performed based on a weighted averaging by interpolation functions. Despite its 
inherent capabilities, this method has serious shortcomings, especially in terms of accuracy. Many efforts have 
been made to improve the accuracy of this method. In this study, the accuracy of one of the most efficient MPS 
models (Model 1 in this study) is compared with a meshless method based on the least squares technique and 
Taylor expansion (Model 2 in this study) for solving elliptic differential equations. Numerical results show that 
numerical Model 2 produces much better results and under these conditions, it can be expected that this 
numerical model can be successfully used to solve many engineering problems. 
 

2. Methodology 
Numerical model 1 is actually an improved form of the standard MPS method, in which a corrective matrix 

is considered in its formulation based on a special mathematical technique. Also, in this method, instead of 
interpolation functions, MLS (Moving Least Squares) functions are used. In numerical model 2, Taylor 
expansion up to the second order is considered to approximate an arbitrary function. The difference between 
the approximated and exact value of the function, which is weighted by interpolation functions, determines the 
error value for each computational node. By applying the least squares method, the sum of the errors of the 
computational nodes can be minimized and in this way the derivatives of the function can be approximated. By 
approximating the second-order derivatives with the presented numerical methods, the elliptic differential 
equations of this research can be solved and their accuracy can be compared. 

 

3. Results and discussion 
In this study, three elliptic differential equations and three two-dimensional potential flows are 

investigated, and only the numerical errors of the numerical models for an elliptic differential equation and a 
potential flow representing the vortex flow are presented in the extended abstract section. The computational 
domain is discretized with a number of scattered nodes. These nodes are first uniformly distributed with a 
certain distance (L0) and then the nodes are randomly moved with a maximum distance 0.3L0, which leads to a 
non-uniform distribution. The computational domain of both problems is a square, but for the vortex flow, a 
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circle with a certain radius is eliminated from this square to avoid the singularity condition at the center of the 
square. 

Fig. 1 shows the average percentage of errors of computational nodes (Er) for the elliptic differential 
equation (given at the top of the figure). As is clear, numerical model 2 provides much better results than 
numerical model 1. In Fig. 2, the performance of the numerical models of this study for the differential equation 
of the vortex flow (given at the top of the figure) is compared, which shows the higher accuracy of numerical 
model 2. From the presented results, it can be seen that the model based on Taylor expansion has much greater 
numerical capability than the improved MPS numerical model. It should be noted that numerical model 2 
requires less computational time to solve the test problems, which completes the superiority of this model over 
the improved MPS model. 
 

 
Fig. 1. Numerical errors the elliptic differential equation 

 

 
Fig. 2. Numerical errors the vortex flow 
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4. Conclusions 
Much research has been accomplished to improve the MPS method as a meshless numerical method. In this 

study, the accuracy of one of the most efficient proposed models of the MPS method (Model 1) was compared 
with a meshless numerical method based on Taylor expansion and least squares (Model 2) in solving second-
order differential equations, including potential flows. The results clearly indicate the higher accuracy and 
lower computational cost of Model 2. In this numerical model, all desired derivative orders can be calculated 
simultaneously and many engineering problems that are in the form of differential equations including first 
and second-order derivatives can be easily solved. However, this numerical model should also be examined for 
more complex problems such as fluid flow, especially in the Lagrangian frame, and possible shortcomings 
should be identified and overcome. For example, in complex flow problems where fluid particles may be 
dispersed, big errors may occur in the inversion of the matrix required to approximate the derivatives of the 
function. It seems that this method does not have serious problems in solid mechanics problems where 
computational nodes do not move much. The same conditions are also true for fluid mechanics problems in the 
Eulerian frame. 
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روش بدون شبکه مبتنی بر   و یک  MPSیافته  ءروش عددي ارتقایک مقایسه دقت 
  بسط تیلور و حداقل مربعات  

 
 * غلامرضا شوبیري

  
  ، ایرانتهران ،یبهشت  دیشه دانشگاه ست،یزط یمح و آب عمران، یمهندس دانشکده  اریاستاد

 
    1/9/1404، نشر آنلاین:  1404/ 1/9 :پذیرش، 15/7/1404 ، بازنگري:22/8/1403 :دریافت

  
  چکیده 

) MPSذرات متحرك (ضمنی  نیمه اند. روش  در سالیان اخیر براي حل مسائل مختلف مهندسی بسیار استفاده شده  ،عددي بدون شبکههاي  روش
)Moving Particle Semi-implicit  (درودینامیک ذرات  و روش هی) هموارSPH  ()Smoothed Particle Hydrodynamics  (بدون هاي  روش نمونه مهم از    دو

  هايمدلبا دقت بسیار خوب پیشنهاد شده است که حتی نسبت به بسیاري از  ها  روشدو مدل از این    . اخیراًنیستزیاد  ها  آناما دقت    ؛شبکه هستند
نیز در این   مربعات  حداقل  و  )Taylor series(  لوریت  بسط  بر  یمبتنعددي  باشند. همچنین یک روش  از دقت بالاتري برخوردار می   ،یافته  موجود ارتقاء 

و دقت آن با روش عددي    گرددمیانتخاب    MPSروش    استیکسان    تقریباً  SPHو    MPSدقت دو روش ارتقاء یافته  که  ازآنجایی.  استتحقیق مورد توجه  
  ،باشند پتانسیل که شامل مشتقات مرتبه دوم می هاي  جریان دیفرانسیلی بیضوي و    معادله شود. براي این منظور چندینمبتنی بر بسط تیلور مقایسه می

برخوردار    MPSیافته   ءارتقاروش  بهبسط تیلور از دقت بالاتري نسبت    مبتنی برروش عددي    ،اند. براي تمامی این مسائل مسائل مرجع انتخاب شدهعنوان  به
خطاي روش که  درحالیرسد  درصد می   5به خطاي زیر    ،روش مبتنی بر بسط تیلور در حل معادله دیفرانسیل سوم این تحقیق   ،مثال عنوان  بهباشد.  می 

MPS  باشد. درصد می  20نزدیک به  
 

  .، بسط تیلور، حداقل مربعاتMPS، روش معادلات دیفرانسیل بیضويعددي بدون شبکه، هاي روش :هاکلیدواژه
  
    مقدمه -1

  معادلات   قالب  در  توانی م  را  یعیطب  يهاده یپد  از  ياریبس
  واسطه به  معادلات  نیا  یل یتحل  حل.  کرد  يبندفرمول   ل یفرانسید
  تنها   و  است  ممکن  ریغ  یکل  حالت  در  هاآن  اریبس  يهایدگیچیپ

 معادلات  ن یا  يبرا  قیدق  يهاجواب  توانیم  خاص  طیشرا  يبرا
  ي هاروش ،یشگاهیآزما و یتجرب  يهاروش بر علاوه. آورد دستبه

 حل  يبرا  رسرعتپُ  يهاانهیرا  شرفتیپ  و   توسعه  با  زین   يعدد
.  اندگرفته   قرار  استفاده  مورد  ياندهیفزا  شکلبه  لیفرانسی د  معادلات

قدیمی روش  در عددي  روشهاي  به  موسوم  که  و سنتی  هاي  تر 
هستند  مبتنی شبکه  تابعبر  تقریب  فرآیند  با    ،  آن  مشتقات  و 

عملیات   عموماً .پذیر استحل امکان  بندي میداناستفاده از شبکه 
هاي پیچیده و مسائل غیردائمی جریان با  هندسه برايبندي شبکه

که کاستی و نقصان ذاتی این   استبر زمان  مرزهاي متحرك بسیار
روش از  می دسته  مقابلها  در  روشبه  ،باشد.  عددي  تازگی  هاي 

ها حل معادلات دیفرانسیلی  اند که در آنبدون شبکه توسعه یافته
بندي دامنه محاسباتی و تنها با استفاده از یک به شبکه بدون نیاز

  شود.میسر می پراکنده و نامنظم هاي محاسباتیگره سري
مسائل   تحلیل  براي  که  شبکه  بدون  عددي  روش  اولین 
اخترفیزیکی پیشنهاد شده است روش هیدرودینامیک ذرات هموار  

)SPH(  باشد می  )Gingold    وMonaghan  ،1977 (.  براي حل    که
مهن مختلف  شبیهمسائل  مانند  کاربردي  و  پیچیده  سازي  دسی 

سد همکاران  Razavitoosi(  شکست  امواج )2014،  و  حرکت   ،
،  Huو    Han(  ، اندرکنش آب و سازه)Chen،  2017و    Tan(  ايضربه

، مسائل  )2018و همکاران،  Zhang( ، جریان سیال دوفازه)2018
  Chen(  و جذب انرژي امواج   )2018و همکاران،    Peer(  الاستیسیته

به  )2023و همکاران،   موفقیت  با وجود با  است.  کار گرفته شده 
همچنان در حد   آنتوانمندي این روش، دقت و عملکرد عددي  

و    کاملاً نبوده  مختلف  هاي  روشمطلوب  رویکردهاي  با  متفاوتی 
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با یک ترین آنکه دقت برخی از مهم  نداریاضی پیشنهاد شده ها 
،  Shobeyri(  ستا  شده  مدل عددي جدید در این حوزه مقایسه

2023 ( .  
بر مبناي   ذکر است تقریب تابع و مشتقاتلازم به این روش 

یات آن را در مراجع ئ ز دار شده است که جگیري وزنتئوري انتگرال
کارآمد  عددي هاي یکی دیگر از روش توان پیدا کرد.ذکر شده می

روش    ،دارد  SPHروش  و پرکاربرد بدون شبکه که شباهت زیادي به
مختلف   هايزمینه که در    است  )MPS(ذرات متحرك    ضمنینیمه

بهم موفقیت  با  استهندسی  شده  گرفته  همکاران،    Pan(   کار  و 
همکاران،    Mitsume  ؛2012 همکاران،    Sun  ؛2014و    ؛ 2015و 

Daneshvar    ،؛2017و همکاران  Jandaghian   وShakibaeinia  ،
  . )2023و همکاران،  Wu ؛2020

هاي عددي کارآمد و پرکاربرد بدون شبکه  یکی دیگر از روش
روش   به  زیادي  شباهت  ذرات    یضمنمهین روش    ،دارد  SPHکه 

زمینه   است  )MPS(متحرك   در  با  که  مهندسی  مختلف  هاي 
به (موفقیت  است  شده  گرفته  همکاران،    Panکار    ؛ 2012و 

Mitsume    ،همکاران همکاران،    Sun  ؛2014و    ؛ 2015و 
Daneshvar    ،؛2017و همکاران  Jandaghian   وShakibaeinia  ،

همکاران،    Wu  ؛2020 یک  2023و  مبناي  بر  روش  این  در   .(
درونمیانگین توابع  توسط  وزنی  ویژگیگیري  با  هاي خاص،  یابی 

می  صورت  آن  مشتقات  و  تابع  مانند  تقریب  نیز  روش  این  گیرد. 
توانمندي    SPHروش   وجود    برخوردار   یچندان   دقت  از  یذات با 

بود دقت این روش انجام شده به  ي برا  يادیز  قاتیتحق.  باشدینم
  شود. طور خلاصه به چند مورد اشاره میاست که به

معرفی شده است که    MPSروش  براي  یک ماتریس اصلاحی  
براي تقریب مشتق اول براي مسائل   این روش  از طریق آن دقت

است یافته  افزایش  دوفازه  همکاران،    Duan(  جریان    . )2018و 
هاي ورونی براي حل  دیاگرامدقت این روش با استفاده از  همچنین  

است   داشته  توجهی  قابل  افزایش  بیضوي  دیفرانسیلی  معادلات 
)Shobeyri    وMadadi  ،2018(.  این    لهئمس کششی  ناپایداري 

روش با استفاده از یک الگوریتم پایدارسازي دینامیکی کارآمد براي  
  ). 2020و همکاران،  Gouحل مسائل جریان مرتفع شد (

  ان یگراد  اصلاح  با  تیموفق  با  سازه  و  الیس  اندرکنش  مسائل
  Zha(  گرفتند  قرار  یبررس  مورد  افتهی  ارتقاء  MPS  روش  کی  در  فشار

بر مبناي   MPSیافته  ارتقاء  یک روش  نیز    اخیراً  .) 2021،  همکارانو  
است شده  پیشنهاد  مربعات  حداقل  و    Matsunaga(  تکنیک 

  . ) 2022همکاران، 
 1شله یرید  يمرزسطحی و یک شرط  با لحاظ کردن اثر کشش  

جلوگیري از پراکندگی جدید براي حل معادله پواسون فشار براي 
عملکرد عددي این   ،غیرفیزیکی ذرات سیال در حل مسائل جریان

 
1. Dirichlet boundary condition 
2. Laplacian 

ارتقاء یافت ( عملگر  مدل  یک    ).2022و همکاران،    Zhangروش 
که با عملگر گرادیان اصلی این روش سازگار   قت بالابا د  2ن یلاپلاس
و همکاران،    Liبراي حل مسائل سطح آزاد ارائه شده است (  ،است

که    MPSهاي روش  ترین مدلیکی از دقیق در این تحقیق    .) 2023
استبه شده  پیشنهاد    قرار   مدنظر  )Shobeyri  ،a2024(  تازگی 
 مربعات حداقل شکل توابع از استفاده با راًیاخ روش، نیا. ردیگی م

. ) Shobeyri،  b2024(  است  شده   هم  ترقیدق  3)MLS(  متحرك
  و   مربعات  حداقل  کیتکن  يمبنا  بر  کارآمد  شبکه  بدون  روش  کی

  سطح   يهاانیجر  مسائل  يسازهیشب  يبرا  بالا  مرتبه  لوریت  بسط
  که )  2012  همکاران،  و  Koh(   است  شده  شنهادی پ  تیموفق  با  آزاد
  ذکر به  لازم.  است  شده  استفاده  آن  افتهیرییتغ  نوع  ق،یتحق  نیا  در

  ت یموفق  با  تهیسیالاست  مسائل  حل  در  شتریپ  روش  نیا  که  است
  ). 2024 همکاران، و Shobeyri( است شده استفاده

با توابع    MPSروش   ترین توان دقیقرا می   MLSترکیب شده 
هاي توسعه یافته  هاي مشابه در بین مدلروش بین تمامی روش

کرد.    MPSو    SPHهاي  روش روش  قلمداد  و  روش  این  مقایسه 
بالا بدین منظور  اهمیت زیادي دارد.  بر مبناي بسط تیلور    مرتبه 

دیفرانسیل دوبعدي  این دو روش در حل معادلات    ،در تحقیق حاضر
گیرند. مقایسه  هاي پتانسیل مورد مقایسه قرار می بیضوي و جریان

دهد که  می  نشان  ،اره شدهشادقت این دو روش براي حل مسائل  
روش توسعهکلیه  عددي  حوزه  هاي  در  براي   MPSو    SPHیافته 

بدون شبکه   روش  قابلیت  دوم  مرتبه  مشتقات  بر  مبتنی  تقریب 
ندارند ای  .بسط تیلور و حداقل مربعات را  توان ن شرایط می تحت 

روش   داشت  مسائل  انتظار  از  بسیاري  حل  براي  پیشنهادي 
  ، باشندمعادلات دیفرانسیلی مرتبه دوم می مهندسی که مبتنی به  

 ،گزینه قابل توجهی باشد. همچنین با توجه به ماهیت این روش
می به اولراحتی  مرتبه  مشتقات  تابع  توان  نیز    یک  زمان  همرا 

  تی معادلات پیچیده جریان توان حها میبا این ویژگی  .تقریب زد
باشند را با دقت بالا  شامل مشتقات مرتبه اول و دوم می  که تواماً

اینحل کرد.   بر  که مکانیک جامدات    ترمعادلات پیچیده  ،علاوه 
هستند را با توسعه این شامل معادلات دیفرانسیل مرتبه بالاتر نیز 

  سادگی مورد بررسی قرار داد. توان بهروش می 
  
  هاي عددي بدون شبکهروش -2

  ی لی فرانسید  معادلات  حل  شبکه،  بر  یمبتن  ي عدد  يهاروش  در
  ن یا  که  است  ریپذامکان   یمحاسبات  دامنه  يبندشبکه  با  حاکم

  ار یبس  متحرك  يمرزها  با  یردائمیغ  يهاانیجر  يبرا  ندیفرآ
  و   تابع  بیتقر  شبکه  بدون  يعدد   يهاروش  در.  باشدیم  نهیپرهز

  ع یتوز  با  یمحاسبات  يهاگره  يسر  کی  از  استفاده  با  آن  مشتقات 

3. Moving Least Squares 
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هاي  روش  بندي چند نمونه ازدر ادامه فرمول.  شودیم  انجام   دلخواه
  شود.عددي بدون شبکه ارائه می 

  
  MPSروش  -1-2

یک تابع دلخواه   و لاپلاسین  گرادیانعملگرهاي    MPSدر روش  
دار شده براي مسائل گیري وزنفاده از یک روش میانگینبا است  )݂(

گره مرجع   a(  شوندترتیب) تقریب زده می شکل زیر (بهدو بعدي به
  . د)نباشمی هاي همسایه گره مرجعگره bو 
  

)1 (  ∇ ௔݂ = ෍
2

n௕௕ஷ௔

௔݂ − ௕݂
|࢘௔ − ࢘௕|ଶ (࢘௔ − ࢘௕) ௔ܹ௕ 

 

)2 (  ∇ଶ ௔݂ =
4
෍ߣ

1
n௕௕ஷ௔

( ௕݂ − ௔݂) ௔ܹ௕ 
  

ند  دو پارامتر محاسباتی هست ݊و   ߣ باشد وبردار موقعیت می  ݎکه 
  : شوندکه طبق معادلات زیر محاسبه می 

  

)3 (  ݊௔ = ෍ ௔ܹ௕
௕ஷ௔

 

  

)4 (  λ =
∫ (ݎ)ܹ
Ω

2݀Ωݎ

∫ Ω(ݎ)ܹ ݀Ω
 

  

یانگر فاصله بین  نیز ب  ݎ  و  گره محاسباتی استثیر  أتناحیه    ߗکه  
.  است یابینمایانگر تابع درون) ܹ( ௔ܹ௕  همچنینباشد. ها میگره
درون از   لحاتوابع  با  زیادي  ویژگییابی  سري  یک  کردن  هاي ظ 

توان در محاسبات عددي این روش استفاده کرد که بر ضروري می 
آن محاسباتی  هزینه  و  نتایج  دقت  می أت  روي  باشد ثیرگذار 

)Shobeyri    وMadadi  ،2018 (  از یکی  بیانگر  زیر  معادله   .
  باشد. ین توابع با عملکرد قابل قبول می ترین اساده

  

)5 (  ௔ܹ௕ =
8
௦ଶܴߨ

(
3
4 ൬

ݎ
ܴ௦
൰
ଶ
−

3
2 ൬

ݎ
ܴ௦
൰+

3
4) 

  

ذکر  لازم به  باشد.هاي محاسباتی میثیر گرهأشعاع ناحیه ت  ௦ܴکه  
ابی براي تقریب توابع استفاده  ینیز از توابع درون  SPHاست روش  

بر خلاف   در این روش  کند ولی براي تقریب مشتقات مرتبه دوممی 
درون ترکیب  از    MPSروش   تابع  اول  مرتبه  ومشتق  روش    یابی 
  ). Shobeyri ،2023شود (هاي محدود استفاده می تفاضل 

  
  ) 1اصلاح شده (مدل  MPSروش  -2-2

براي حل مسائل مختلف با موفقیت   MPSکه روش  با وجود این
باشد که یکی از  می مشکلات زیادي   داراي  اما  ؛استفاده شده است

 هاي لاپلاسینی. یکی از مدلاستها دقت پایین آن  ترین آنمهم
بیان    جدید قابل  زیر  معادله  طبق  زیاد  بسیار  دقت    است با 

)Shobeyri  ،a2024(.    
  

)6(  ∇ଶ ௔݂ =
1
ߣ ଵଵݎܽ) + ଶଶ)෍ݎܽ

1
n௕௕ஷ௔

( ௕݂ − ௔݂) ௔ܹ௕ 
  

 ی اصلاح  سیماتر  کی  يهاهیآرا  ଶଶݎܽ  وଵଵݎܽ   معادله  نیا  در  که
  .ندیآی م دستبه ریز معادله طبق که هستند

  

)7 (  
ቂ
ଵଵݎܽ ଵଶݎܽ
ଶଵݎܽ ଶଶቃݎܽ = 

൥
1
෍ߣ

1
n௕௕ஷ௔

௔ܹ௕(ݎ௕ − ௕ݎ)⨂(௔ݎ − ௔)்൩ݎ
ିଵ

 
  

ضرب  نشان  ⨂  که عملگر  تعداد می   ماتریسیدهنده  اگر   باشد. 
با در نظر باشد    ௦݊عنوان مثال ) بهܽهاي همسایه گره مرجع ( گره

௕ݎ)௔ܹ௕عبارتگرفتن   − یک هاي همسایه  گره  براي همه   ௔)/݊௕ݎ
ابعاد  ماتریس عبارت   شودمیتولید    ௦݊در    2  با  مقابل  در   و 

௕ݎ) − این  باشد که ضرب  می   2  در  ௦݊با ابعاد    ماتریسیک    ்(௔ݎ
اظ  حلکند که با  تولید می   2اتریس مربعی با ابعاد  یک م  ماتریسدو  

پارامتر ثابت  به  ߣ   کردن  عدد  محاسعنوان  ماتریس  این  بات  در 
با محاسبه  تکمیل می  براي هر گره  معکوس ماتریشود.  نهایی  س 

( راحتی می به معادله  را مطابق  ) محاسبه  6توان عملگر لاپلاسین 
هاي  هاي لاپلاسینی روشاین روش نسبت به بسیاري از مدلکرد.  
SPH    وMPS  هاي دقت بیشتري نشان داده است. با توجه به ویژگی

درون ( تابع  پارامتر محاسباتیܹیابی  و   (  ݊௔  ویژگی توابع   هايو 
MLS  شکل زیر بازنویسی کرد توان مدل لاپلاسینی فوق را بهمی :  

  

)8 (  ∇ଶ ௔݂ =
1
ߣ ଵଵݎܽ) + )ଶଶ)෍ݎܽ ௕݂ − ௔݂) ௔ܰ௕

௕ஷ௔

 
  

  ايپایه  تابعکه    باشدمی   MLSدهنده تابع  نشان  ௔ܰ௕ فوق،در رابطه  
تولید آن خطی   استفاده می  براي  تحقیق  این  این مدل   .شوددر 

نسبت به مدل اولیه خود دقت بسیار بیشتري دارد و در این تحقیق  
سادگی مدل شماره    ،براي  روش  یات ئ جز  شود.می   نامیده  1این 

(فرمول مرجع  این  در  را  روش  این  )  Shobeyri  ،b2024بندي 
  توان یافت. می 
  

  ) 2روش مرتبه بالاي مبتنی بر بسط تیلور (مدل  -3-2
بعدي تا مرتبه دوم حول نقطه مرکزي  بسط تیلور یک تابع دو

 : آیددست میطبق معادله زیر به )଴ݔ ,଴ݕ (  یا مرجع با مختصات
  

)9 (  
(ݕ,ݔ)݂ ≈ ଴݂ +

߲ ଴݂

ݔ߲ +ݔ∆
߲ ଴݂

ݕ߲ +ݕ∆
߲ଶ ଴݂

ଶݔ߲
ଶݔ∆

2  

+
߲ଶ ଴݂

ݕ߲ݔ߲ ݕ∆ݔ∆ +
߲ଶ ଴݂

ଶݕ߲
ଶݕ∆

2  
 

ݔ∆  که = ݔ − ݕ∆  و  ଴ݔ = ݕ −   ی افق   فاصله  است   ذکربه  لازم  .଴ݕ
 یسادگبه  مرجع  گره   و  هیهمسا  يهاگره  ن یب )  ݕ∆(   يعمود  و)  ݔ∆(

  ی محاسبات دامنه يبندشبکه گونه چیه به ازین  و بوده محاسبه قابل
تقریب مشتقات مرتبه   قیتحق نیا هدف که نیا به توجه با. ستین 
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می  برگرفتن دوم  در  تا  باید  را  بسط  این  جملات  حداقل  باشد 
∥(  خطا مقدار مجموع. داد  ادامه دوم مرتبه ياپاره مشتقات ܧ ∥ (

  ر یز  معادله  طبق  مرجع  گره  ریتأث  هیناح  در  موجود  گره  هر  يبرا
   :دیآیم دستبه
  

)10 (  
∥ ܧ ∥= ෍ ௝ܹ

ଶ

ே೗

௝ୀଵ

[ ଴݂ − ௝݂ +
߲ ଴݂

ݔ߲ ௝ݔ∆ +
߲ ଴݂

ݕ߲  ௝ݕ∆

+
߲ଶ ଴݂

ଶݔ߲
௝ଶݔ∆

2 +
߲ଶ ଴݂

ݕ߲ݔ߲ ௝ݕ∆௝ݔ∆ +
߲ଶ ଴݂

ଶݕ߲
௝ଶݕ∆

2 ]ଶ 
  

  ௝ܹ  و يمرکز گره مجاورهاي بیانگر گره ݆که در این رابطه اندیس 
 ௟ܰ  نیهمچن.  است   نقاط  نیا  در  یاب یدرون  تابع مقدار  دهندهنشان

 مرجع  گره  ریتأث  هیناح  در  ی محاسبات  يهاگره  کل  تعداد  انگریب 
  حداقل   روش  با(  شده  فیتعر  يخطا  کردن  حداقل  با  .باشدی م

  :دیآیم دستبه ریز معادله طبق مجهولات بردار ،)مربعات
  

)11 (  ߲ ∥ ܧ ∥
௅ௌܨ߲

= 0 
  

  : استبردار مجهولات طبق رابطه زیر  ،فوقدر معادله 
  

௅ௌࡲ  ) 12( = [ ଴݂ ,
߲ ଴݂

ݔ߲ ,
߲ ଴݂

ݕ߲ ,
߲ଶ ଴݂

ଶݔ߲ ,
߲ଶ ଴݂

ݕ߲ݔ߲ ,
߲ଶ ଴݂

ଶݕ߲ ] 
  

دست  زیر به معادلهله طبق ئمسبردار مجهولات  ،با حل این معادله
  :آیدمی 

  

௅ௌܨ  ) 13( = ଵିܯ ×  ܵܪܴ
  

علت باشد که بهمی 6×6با ابعاد  ماتریس ضرایب ܯ  در این معادله
 :شودشکل زیر بیان میحجم بالا به 

  

ܯ  ) 14( =  [ଷܣ ଶܣ ଵܣ]
  

  که اجزاي این رابطه عبارتند از: 
  

ଵܣ   =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 

෍ ௝ܹ
ଶ

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝∆ݕ௝

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݕ௝ଶ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝∆ݕ௝

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ଷ/2ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆௝ଶݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ⎦௝ଶ/2ݕ∆௝ݔ∆

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

ଶܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆௝ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ଶݕ∆

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ∆ݕ௝/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝∆ݕ௝ଶ

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݕ௝ଷ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଷ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ∆ݕ௝/2

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ସ/4ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝/2ݕ∆௝ଷݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ⎦௝ଶ/4ݕ∆௝ଶݔ∆

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

ଷܣ =
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆௝ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆௝ଶݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ଶݕ∆௝ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଷ∆ݕ௝/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ∆ݕ௝ଶ

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝∆ݕ௝ଷ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݕ௝ଶ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝∆ݕ௝ଶ/2

෍ ௝ܹ
ଶ∆ݕ௝ଷ/2

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ଶ/4ݕ∆௝ଶݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ଷ/2ݕ∆௝ݔ∆

෍ ௝ܹ
ଶ ௝ସ/4ݕ∆ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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  همچنین داریم: 
  

ܵܪܴ  ) 15( =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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෍ ௝݂ ௝ܹ
ଶ

෍ ௝݂ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝

෍ ௝݂ ௝ܹ
ଶ ௝ݕ∆

෍ ௝݂ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝ଶ/2

෍ ௝݂ ௝ܹ
ଶ∆ݔ௝∆ݕ௝

෍ ௝݂ ௝ܹ
ଶ∆ݕ௝ଶ/2⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  

هاي همسایه گره  گره  بر رويلامت مجموع  ع  فوق،در معادلات  
می  شعاع  مرجع  اندازه  که  این   کننده  تعیینانتخابی  ثیر  أتباشد 

شکل دیگر که در ذکر است که این روش بهلازم بهباشد. د می تعدا
مشتقات مرتبه  ) پنج عدد ()12(له (معادله  ئآن تعداد مجهولات مس

تابع) می  دوم  و  (اول  است  و همکاران،    Kohباشد پیشنهاد شده 
مراحل حل عددي  به  ).2012 بهطور خلاصه  روش  زیر  این  شرح 
  است: 

اندازه با توجه به  مرجع  هاي اطراف هر گره محاسباتیگره)  الف
شوند و براي گره مرجع یک  می  )௦ܴ( انتخابی مشخصثیر أتشعاع 

  شود. تشکیل می )  14با توجه به معادله ()  ܯ(ماتریس    6×6ماتریس  
شود و با محاسبه ) محاسبه می ܯمعکوس این ماتریس (  )ب

 اي براي تقریب مشتقات تابع رابطهتوان  می   ܵܪܴبردار هاي  لفهؤم
هاي اطراف به مقادیر تابع در گره  مرجع با توجه   گرهبراي    )௅ௌܨ(

شکل حاسباتی بههاي ماین عملیات براي تمامی گره  )௝݂(  پیدا کرد
  شود.جداگانه انجام می
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توان براي هر  اي براي تقریب مشتقات، می با یافتن رابطه  )ج
گره محاسباتی معادله دیفرانسیل مورد نظر را به یک معادله جبري  

ه نهایت یک دستگابر اساس مقادیر مجهول تابع تبدیل کرد که در
شود هاي محاسباتی تشکیل می گرهکل  معادله خطی به ابعاد تعداد  

  آید.می  دستبه )݂( که با حل آن مقادیر تابع مجهول
هاي عددي مانند  توان گفت در روشمی در یک مقایسه کلی  

MPS    وSPH    مبناي میانگینبر  وزن یک  و    ساده  دار شدهگیري 
انواع ایده  با  انجام    ،هاي ریاضیترکیب  تقریب تابع و مشتقات آن 

فزایش دقت  اتواند مانع از  می  گیرياین نوع میانگینگیرد که  می 
- به. در مقابل در مدل عددي حاضر  ها شودي این روشبسیار بالا

می  مرتراحتی  تا  را  تیلور  بسط  به  توان  و  داد  توسعه  دلخواه  به 
توان می  زمانهم  ،همچنین در این روشهاي بسیار بالا رسید.  دقت 

تا هر مرتبه دلخواه را در یک   اساساًمشتقات مرتبه اول و دوم و  
توان انتظار داشت دقت  له محاسبه کرد. تحت این شرایط می مرح

بالاتر باشد که در بخش بعد به   1این روش نسبت به مدل عددي 
    شود.ین موضوع پرداخته میا

  
 مسائل عددي  -3

سه معادله دیفرانسیلی مرتبه    ،براي مقایسه دقت این دو روش
دو پتانسیل  جریان  سه  و  بیضوي  قرار  دوم  بررسی  مورد  بعدي 

  شود.می  بیانآن در ادامه جزئیات گیرد که می 
  

 معادله دیفرانسیل اول  -1-3
  :باشدمی شکل زیر معادله دیفرانسیلی اول این تحقیق به

  

)16 (  
߲ଶ݂
ଶݔ߲ +

߲ଶ݂
ଶݕ߲ = 

e
௫
ଶ(2 × 2௬ +

2௬ݔଶ

4 + 2௬ݔ2 + 2௬ݔଶ((2)݊ܮ)ଶ) 
  

  . استطبق رابطه بعد  ،که حل تحلیلی این معادله
  

(ݕ,ݔ)݂  ) 17( = ଶeݔ
௫
ଶ2௬ 

 
  

حل وي یک مربع واحد با ابعاد یک متر این معادله دیفرانسیل بر ر
گسسته.  شودمی  از  ناشی  نهایی  معادلات  معادله  دستگاه  سازي 

  :شکل زیر نوشتتوان بهدیفرانسیل را می 
  

)18 (  ൤ ܣ ଵܶଵ ܣ ଵܶଶ
ܣ ଶܶଵ ܣ ଶܶଶ

൨ ൤ܨଵܨଶ
൨ = ൤ܤଵܤଶ

൨ 
  

بیانگر  دوم    سطر  هاي مرزي واین معادله مربوط به گره  سطر اول در
داخلی می گره -نشانترتیب  به  ܤ  و  ܨ  ،ܶܣ  باشد. همچنینهاي 

و بردار معلوم سمت راست    دهنده ماتریس ضرایب، بردار مجهولات
))  17باشند. با توجه به مشخص بودن نتایج تحلیلی (معادله (می 

بردار  می  گره  ଵܨتوان  با  و  (مربوط  کرد  مشخص  را  مرزي)  هاي 
  :شکل زیر نوشت) را به18نهایت معادله (در

  

ܣ  ) 19( ଶܶଶܨଶ = ଶܤ − ܣ ଶܶଵܨଵ 
  

نهایت این    ،در  میبا حل  معادلات  مجهولات  دستگاه  بردار  توان 
دست آورده و با نتایج تحلیلی  ) را بهଶܨهاي داخلی ( مربوط به گره

در حالت  .  آورددست  بهآن مقایسه کرده و خطاي مدل عددي را  
هندسه منظم مانند شرایط موجود کلی براي دامنه محاسباتی با  

له استفاده کرد. نتایج ئتوان از توزیع گرهی منظم براي حل مسمی 
تحت این شرایط هر دو مدل عددي از دقت  که  نشان داده است  

بهتري از خود  نسبتاًعملکرد  2مدل  اماباشند بالایی برخوردار می
هندسه مورد نظر   ،در بسیاري از مسائل مهندسیدهد.  نشان می 

ب ـمنظرـغی توزیم  از  استفاده  و  گــوده  غیرـع   یکنواخترهی 
میاجتناب روشباشد  ناپذیر  عملکرد  بدون  بنابراین  عددي  هاي 

ن مثال در  عنواشبکه باید در این شرایط مورد بررسی قرار گیرد. به
غیر  جریان  مسائل  دیدگاه  تحلیل  با  متحرك  مرزهاي  با  دائمی 

دائماً سیال  ذرات  پیکربندي   لاگرانژي  تغییر  و  حرکت  حال  در 
عیت ندارد.  بنابراین استفاده از توزیع گرهی منظم موضو .باشندمی 

هاي  آید براي توزیع گرهی منظم از روشنظر میتر بهمنطقی   ضمناً
هاي محدود به جاي  تفاضل   تر با دقت قابل قبول مانندسادهعددي  

کردروش استفاده  شبکه  بدون  عددي  با  سازي  گسسته   .هاي 
پراکنده  یک گره  میسري  گرهگیرد.  صورت  بهاین  ابتدا  صورت ها 

با فاصله مشخص ( ها  شوند و سپس گرهتوزیع می)  ଴ܮیکنواخت 
با فاصله حدکثربه یکنواختی  اندیس غیر  ݇(  ଴ܮ݇  صورت تصادفی 

شود. در  یکنواخت میبه توزیع غیرکه منجرشوند  میجا  به) جااست
) غیر1شکل  توزیع  از  نمونه  دو  براي)  گرهی  ଴ܮ  یکنواخت  =

݇ و ݉ 1/20 = 0.3,   ارائه شده است. 0.6
مدل عددي  عملکرد  بررسی  توزیع  براي  سه  از  تحقیق  این  هاي 

଴ܮ  گرهی معادل با = 1/20, 1/40, 1/80 m    ݇و = استفاده   0.3
رفتار تغییر خطاهاي یک می بررسی  براي  است که  بدیهی  شود. 

توان استفاده کرد.  مدل عددي از مقادیر متفاوت فاصله گرهی می 
اي باشد که میزان خطا براي فاصله گرهی کمتر  گونهباید شرایط به

بر و  نکند  تغییري  چندان  فاصله  ریزترین  اساساز  توزیعات    ،این 
با   است.  انتخاب شده  تحقیق  این  در   )1(  شکل  بهتوجه  گرهی 

 یگره  عیتوز  ینظمی ب   زانیم  افتیدر  وضوحبه  توانیم)  دوم  بخش(
݇  شاخص  يبرا =   معمول   طوربه.  باشدیم  توجه  قابل  0.6
݇   حالت  مانند  کمتر  ینظمیب   با  یگره  يهاع یتوز =  شکل  نیا0.3

. شوندی م  استفاده  يعدد   يهاي سازهیشب  در  ترمنظم   عیتوز  یحت  و
 منظور  نی ا  يبرا  ق یتحق  نیا  در  شتر یب   ینظمیب   با  عیتوز  درواقع
  عملکرد   مورد  در  بتوان  يشتریب   تیقطع  با  تا  است  شده  انتخاب

  . کرد قضاوت شده ارائه  يعدد يهامدل
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  ي برا کنواخت یریغ  یگره عیتوز  نمونه دو -1 شکل

૙ࡸ = ૚/૛૙ ࢓  
  

 ) عددي  خطاي  گره ݎܧمقدار  خطاي  درصد  متوسط   ها) 
سادگی قابل  تحلیلی به  باشد که با معلوم بودن نتایج عددي ومی 

ل عددي براي این ) خطاهاي دو مد2باشد. در شکل (محاسبه می
شده  مقایسه  عددي  حالت  مدل  که  بهتري  بهنتایج    2اند  مراتب 

  .  کندتولید می
  

  
  

  اول  لی فرانسید معادله يعدد يهاخطا  -2 شکل

قابلیت مدل بیشتر  بررسی  توزیع    ،هاي عدديبراي  از همان 
شود با این تفاوت که در این حالت  گرهی حالت قبل استفاده می 

غیریکنواختی گره ݇ها  اندیس  = نظر گرفته  0.6 شود که می  در 
غیریکنواخت توزیع  بیشتر هم میمنجربه  و خطاهاي  در  تر  شود. 

  ي بهتر  جینتا  2  مدل  مجدداً  است  مشخص  که  طورهمان  شکل،  نیا
 توجه  با.  باشدی م  روش  نیا  شتریب   تیقابل  انگریب   که  دهدی م  نشان

  2  يعدد   مدل  که  داد  صیتشخ  توانیم  آمده  دستبه  جینتا  به
  1  مدل به نسبت هاگره یکنواختیریغ به نسبت يکمتر تیحساس

  با   1  مدل  است  ذکربه  لازم.  باشد یم  یتوجه   قابل  تیمز  که  دارد
  ي عدد يها روش  يعدد يهامدل نیترقیدق از خود که نیا وجود
MPS  یحت  و SPH   و   رسدی نم  2  شماره  مدل  به  آن  دقت  باشدیم  
  داشت  انتظار توانی م درواقع. شودی م مشاهده یتوجه قابل  فاصله

  2 مدل ییتوانا موجود شبکه بدون يعدد يهامدل از ياریبس که
  ي برا  را  یاضیر  مختلف  يهاده یا  توانی م  و  ندارند  را  قیتحق  نیا

  .  برد کاربه يعدد مدل نیا توسعه
  معادله   نیا  حل  يبرا  2  مدل  يعدد  جینتا)  3(   شکل  در

.  است  شده  داده  نشان  یـرنگ  نقشه  کی  قالب  در  لی رانســفید
معادله رییتغ  نوع  است،  مشخص  شکل  از  که  طورهمان تابع  ات 

فراز و فرودي در  باشد و  می هموار   تنسبله بهئدیفرانسیل این مس
شود. در هنگام حل معادلات دیفرانسیل جریان آن مشاهده نمی

به معادله  براي  یک  که  است  نیاز  فشار  میدان  آوردن  دست 
دیفرانسیل بیضوي نظیر معادله حاضر حل شود. در شرایطی که 
انتظار  باشد  موانع  با  برخورد شدید  بدون  به شکل ملایم  جریان 

بدون تغییرات شدید حاصل شود که و  رود میدان فشار هموار  می
مدل عددي پیشنهادي نشان داد که قابلیت بالایی براي ارائه نتایج 

شرایط   این  در  ضمناًدارد منطقی  مکانیک    .  معادلات  از  بسیاري 
جامدات مانند مسائل الاستیسیته نیز از نوع معادلات دیفرانسیلی  

دوم  بیضوي مرتبه  یا  می   و  و  روش  بوده  این  از  اطمینان  با  توان 
  ها استفاده کرد. عددي براي حل آن

  

   
૙ࡸ  با 2 مدل يعدد  جینتا -3 شکل = ૚/ૡ૙ معادله يبرا ࢓ 

  اول  لی فرانسید
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  گره  هر ریتأث شعاع اندازه از متأثر هامدلمقدار خطاي عددي 
 اطراف يهاگره تعداد کننده نیی تع نیهمچن عامل نی ا و باشدی م

 نیا  نهیبه  اندازه  مقدار.  دارند   اندرکنش  آن  با  که  است  مرجع  گره
 دستبه  خطا  و  یسع  ندیفرآ  با  و  ستین   مشخص  شیپ  از  پارامتر

  ي هامـدل  يبـرا  پارامتـر  نیا  نهیبه  مقـدار  ،)4(  شکـل  در.  ـدیآی م
  با   متناظر  شده  انجام  ياجرا  سه  و  ــقیتحق  نیا  يعدد

଴ܮ = 1/20, 1/40, 1/80 m  )݇ =   با .  است  شده  داده نشان)  0.3
  مدل   ریتأث  شعاع  نهیبه  اندازه  گفت  توانیم  شکل  نیا  جینتا  به  توجه

  دهد ی نم  نشان  یچندان   تفاوت  یگره  يها عیتوز  یتمام   يبرا  2
  نشان   را  يشتریب   رییتغ  پارامتر  نیا  اول  يعدد  مدل  يبرا  کهیدرحال

  در   یدائم ریغ  يهاانیجر  مسائل  حل   يبرا  موضوع  نیا.  دهدی م
 رییتغ  زمان  طول  در  دائماً  ذرات  ت یموقع  که  يلاگرانژ  دگاهید
  ن یا  نه یبه  اندازه  گرید  عبارتبه.  کندیم  یخودنمائ   شتر یب   کندی م

 رییتغ  قاعدتاً  ذرات  يکربندیپ  رییتغ  با  2  يعدد  مدل  يبرا  پارامتر
 را  طیشرا  نیا  از  یناش  يعدد  يخطاها  توانیم  و  نداشته  يادیز

  ي عدد  مدل  نهیبه  ریتأث  شعاع  اندازه  ن،یا  بر  علاوه.  کرد  کنترل  بهتر
  ي کمتر  محاسبات  تعداد  منجربه  که  باشدی م   کمتر  1  مدل  از  2

  .شد خواهد

  
  

  اول  لی فرانس ید معادله يبرا  نهیبه  ریتأث  شعاع -4 شکل
  

براي    2عددي  دهد هزینه محاسباتی مدل  ) نشان می 5شکل (
مدل    زانیمبه  شـدهاشاره    ياجـراسه   از  توجهی    کمتـر   1قابل 

هم دقت بیشتري داشته (نتایج شکل   2مدل    ،. در واقعباشدیم
و  2( می   زمانهم))  طلب  نیز  کمتري  برتري محاسباتی  که  کند 

را اثبات می  براي هر گره   1کند. در مدل عددي  قاطع این مدل 
محاسبه شود که هزینه قابل توجهی   MLSمحاسباتی نیاز است تابع  

که محاسبه معکوس  یدرحال)  2017و همکاران،    Zhengنیاز دارد (
ماتریس   (  6×6یک  گره 14(معادله  تمامی  براي  زمان  ))  ها 

  نیاز دارد.   MLSمحاسباتی کمتري نسبت به محاسبه توابع 

  
  

  زمان محاسباتی براي معادله دیفرانسیل اول  -5شکل 
  

  سوم  و  دوم ل یفرانسید معادلات  -2-3
مدل عملکرد  بیشتر  مقایسه  معادله  براي  دو  عددي،  هاي 

  :باشدمی مدنظر ریز شرحبهدیفرانسیل دیگر (دوم و سوم) 
  

)20 (  
߲ଶ݂
ଶݔ߲ +

߲ଶ݂
ଶݕ߲ = −17πଶ sin(πx) sin (4πy) 

 

جواب معادله    که  دو  این  زیر   بیترتبهتحلیلی  معادلات    طبق 
 :باشدمی 

  

(ݕ,ݔ)݂  ) 22( = sin(πx) sin (4πy) 
 

(ݕ,ݔ)݂  ) 23( = sin(4πx) sin (4πy) 
  

  شکل   با  یلیتحل  جواب  لیفرانسید  معادلات  نیا  يدو  هر
حل تحلیلی با فراز و فرودهاي    که  )21معادله (   ژهیوبه  دارند  هموارنا

تولید نتایج عددي با دقت کافی براي    .فراوان دارد (فرکانس بالا)
باشد. براي حل عددي این دو معادله  هایی دشوار میچنین حالت

نا محاسباتی  دامنه  (یک  شکل  مطابق  گرفته 6منظم  نظر  در   (
଴ܮسازي آن با  شود که گسستهمی  = ݇و    ݉ 1/80 = انجام   0.3
  قالب   در  1  مدل  از  استفاده  با  دوم  معادله  يعدد  جینتاشود.  می 

نیز   2نتایج عددي مدل . است شده  ارائه شکل نیا در یرنگ شکل
بسیار  آن  تحلیلی  نتایج  که  سوم  دیفرانسیل  معادله  حل  براي 

- ت یرضا) ترسیم شده است که ظاهر  7باشد در شکل ( ناهموار می 
  افت یدر توانیم شکل  نیا از وضوحبه گر،ید عبارتبهدارد.  یخشب 

  ی لیتحل  جینتا  ینوسان   رفتار  یخوب به  آمده   دست  به  يعدد  چینتا  که
  . کندیم دیتول را باشدی م ینوسیس تابع قالب در که
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  1 مدل با دوم لی فرانس ید معادله يعدد حل -6 شکل

  

  
  2 مدل با سوم لی فرانسید معادله يعدد  حل  -7 شکل

  
اند که در  ) خطاهاي دو مدل عددي مقایسه شده8در شکل ( 

. لازم به ذکر است باشدبالاتر مدل عددي دوم آشکار می آن دقت  
دقت  دستبه با  عددي  نتایج  قبول    آوردن  معادله  قابل  براي 

دشوار    دارد  زیادي  تحلیلی آن فراز و فرود  جینتادیفرانسیل سوم که  
  از   ياریبس  کنندهفیتوص  یلیفرانسید  معادلات  نیچنباشد.  می 
  ان یجر  در  که  یهنگام  مثال،  عنوانبه.  هستند   یعیطب  يهادهیپد
 انتظار  باشند  داشته  وجود  ادیز  ینظمیب   با  متعدد  موانع  الیس
  ي دارا  انیجر  گرید  يهایژگیو  هیبق  و  انیجر  فشار  دانیم  رودی م
  ي عدد  مدل  تیقابل  شده،  ارائه  جینتا.  باشند   يادیز  راتییتغ
- به.  دهدی م  نشان  یمسائل   نیچن  لیتحل  يبرا  را  يشنهادیپ

 در)  پوآسون(  يضــویب   یلی فـرانسید  معادلات  حل  یطــورکلـ
  مهم   اریبس  کیمکان   و  برق  رینظ  یمهندس  يهاشاخه   از  ياریبس
  ط یشرا  در  ی حت  مسائل  نیا  لی تحل  ي برا  2  ي عدد  مدل.  باشدی م
  .باشدی م یتوجه قابل نه یگز دهیچیپ

 
  سوم   و دوم یلیفرانس ید معادلات يعدد  يخطاها -8 شکل

  
  ل یپتانس يهاانیجر -3-3

 طیشرا و بوده زیناچ الیس انیجر در لزجت عامل که یهنگام
  شکل   لیپتانس  يهاانیجر  باشد  فراهم  زین   بودن  یچرخشریغ
 یاناتیجر  نیچن. شوندی م  مشاهده عتیطب  در وفوربه  که رندیگی م

  مشاهده   يمرز  هیلا  از  خارج  و  جامد  يمرزها  از  دور  معمولاً
  ز یسرر  اطراف  انیجر  به   توانیم  هاانیجر  نیا  جمله  از.  شوندی م

 معادله  که   کرد  اشاره  هاچهیدر  ریز  و  خودرو  بدنه  ما،یهواپ  بال  سدها،
 قابل  ر یز  شکلبه  ي ضویب   لیفرانسید  معادله  قالب  در  هاآن   بر   جاکم

  .باشدیم انیب 
  

)24 (  ߲ଶ߰
ଶݔ߲ +

߲ଶ߰
ଶݕ߲ = 0 

  

 لیپتانس  ان یجر  سه   بخش،  نیا  در  .باشدجریان میبیانگر تابع   ߰ که  
 مدنظر  یمحاسبات   دامنه  که  ردیگی م  قرار  یبررس  مورد  کیکلاس

. باشدی م   متر  4/0  اندازهبه)  مختصات  مبدأ  تیمرکز  با(  مربع  کی
) ܴܿ(   مشخص  شعاع  با  رهیدا  کی  ،ینگیتک  طیشرا  از  يریجلوگ  يبرا
توزیع  .  شودی م  حذف  یمحاسبات  دامنه  از  مختصات  مبدأ  تیمرکز  با

کردن شاخص   با لحاظ  پتانسیل  براي حل مسائل جریان  گرهی 
݇نظمی بی =   گیرد. صورت می  0.2
 

 گردابه  انیجر -1-3-3
جریان  مسئله گردابه اول  جریان  پژوهش  این  پتانسیل    هاي 

  : جواب تحلیلی آن طبق معادله زیر استباشد که می 
  

)25 (  ψ = −
Γ

ߨ2  (࢘)݊ܮ

 
  

باشد و در این تحقیق  شدت گردابه می   ߁ بردار مکان و   ݎکه       
با   بررسی رفتار    ߨ2برابر  براي  هاي عددي مدلفرض شده است. 

با لحاظ    يبرروحاضر، جریان گردابه   ذکر شده  دامنه محاسباتی 
ܴܿکردن   = 4 cm  ܮ  و଴ = 1/150, 1/175, 1/200 m   مورد  
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) ارائه شده  9گیرد. خطاهاي این سه اجرا در شکل (بررسی قرار می
مدل   انتظار  مطابق  که  از مدل    مراتببهنتایج    2است    1بهتري 

می مدل  تولید  توانمندي  بهتر  کشیدن  تصویر  به  براي  ،  2کند. 
شعاع  مسئله با  دایره  سه  ( براي  مختلف  ܴܿهاي  = 1, 2, 4 cm (
کردن  شود  می   حل  مجدداً لحاظ  با  شرایط  این  نتایج  ଴ܮکه  =

به نمایش در آمده  10( براي توزیع گرهی در شکل  ݉ 1/200  (
به حالت    2است. مدل   نزدیک  با شعاع کم که  دایره  براي  حتی 
کند. این در حالی است  تولید می  یباشد خطاي کممی  تکنیگی نیز 

  شدت بهدایره  هاي کمتر  براي شعاع  1که خطاهاي مدل شماره  
می (افزایش  شکل  در  مدل11یابد.  نتایج  براي   2  عددي  ) 

این سه شعاع نشان داده شده است که    يازابهسازي جریان  شبیه
دارند   به همدیگر  بسیاري  این مدل شباهت  توانمندي  بیانگر  که 

به تکینگی   نتایج مطلوب حتی در حالت نزدیک  عددي در تولید 
   باشد.می 
  

  
 يبرا گردابه  انی جر يبرا يعدد يهامدل يخطاها -9 شکل

  متر یسانت 4 شعاع با رهیدا
  

  
 يبرا گردابه  انی جر يبرا يعدد يهامدل يخطاها -10 شکل

  مختلف  يهاشعاع با رهیدا
  

 
  ) الف(

  
  ) ب (

 
  ) ج(

  و گردابه  مسئله انیجر  تابع يبرا 2 مدل يعدد  جینتا -11 شکل
  متر یسانت 4) ج ،2) ب ،1) الف : يهاشعاع  با رهیدا

  
  ی گره  عیتوز  ،2  شماره  مدل  شتریب   يمد اکار  اثبات  يبرا

  در   یگره  تراکم   آن  در  که  شودیم  گرفته  نظر  در  زین   شده  فیتظر
.  شودی م  گرفته  نظر  در  متفاوت  یمحاسبات   دامنه  مختلف  ینواح

 راتییتغ  شدت  شودی م   زده  حدس  که  یمناطق   در  بهتر،  عبارتبه
 از  ینواح  هیبق  در  و  ترتنک  یگره  عیتوز  است  کمتر  مسئله  جواب

  ي اریبس طیشرا نیا در که شودی م استفاده ترمتراکم یگره عیتوز
. نکنند  دیتول  یبخشتیرضا  جینتا  است  ممکن  يعدد  يها روش  از

 توانی م  مسئله  ینواح  یبرخ  در  یگره  تراکم  کاهش  با  درواقع
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  ار یبس  يعدد   يهايسازهیشب  در  که  داد  کاهش  را  یمحاسبات  نهیهز
  ف یتظر  یگره  عیتوز  نمونه  کی)  12(  شکل  در.  باشدیم  مرسوم

ܴܿ  طیشرا  با  شده = 1 cm  ܮ  و଴ =   نیا  حل  يبرا  ݉ 1/200
  مرکز   در  يشتریب   نقاط  آن  در  که   شودیم  گرفته  درنظر  مسئله
  ي ادیز  شباهت  مسئله  جینتا.  شوندی م  داده  قرار  یمحاسبات   دامنه

  را   2  يعدد   مدل  يتوانمند  یخوب به  که  دارد)  الف-11(  شکلبه
  در   مسئله  ن یا  يبرا  زین   يعدد  مدل  دو  يخطا.  سازد یم  انینما

  مدل   به  نسبت  2  شماره  مدل  که  است  شده  میترس)  13(  شکل
  .  دهدی م نشان یتوجه قابل يبرتر 1 شماره

  

  
  انیجر تابع يسازهیشب يبرا 2 مدل يعدد  جینتا -12 شکل

  شده  ف یتظر یگره  عیتوز با گردابه
 

 
  عیتوز با  گردابه انیجر يبرا يعدد يهامدل  يخطاها  -13 شکل

  شده  ف یتظر یگره
  

  ان یجر  کی  تا  باشد  فرماحکم  دیبا  یخاص  طیشرا  اگرچه
  در   توانی م  مناسب  بیتقر  با  وجود  نیا  با  رد،یبگ  شکل  لیپتانس

 مثال  عنوانبه.  کرد  مشاهده  را  هاانیجر  نیا  از  يادیز  موارد  عتیطب
  موشک  ما،یهواپ خودرو، گلوله، مانند جامد جسم ک ی که یهنگام

  ال یس  کی  از  بزرگ   طیمح  کی  در  کوچک  ابعاد  با  ییایردریز  ای  و

 کنندهفیتوص  یلیفرانسید  معادلات  کند،   حرکت  آب   ای  و   هوا  مانند
) جامد  مرز  اطراف  ینواح  در  لزجت  اثر  بودن  محدود  علتبه(  انیجر
- روش  توسعه   نی بنابرا.  باشندی م  لیپتانس  يهاانیجر  ن یهم  رینظ
  قابل   یعمل  کاربرد  یمسائل  نیچن  نیا  حل  يبرا  کارآمد  يعدد   يها

  . دارد  یتوجه
  

  ی بیترک لیپتانس يهاانیجر -2-3-3
هاي پتانسیل و در بخش قبل به اهمیت و کاربرد حل جریان

به خطی بودن معادلات   باتوجههاي شبیه به آن اشاره شد.  جریان
جریان همدیفرانسیلی  بر  اصل  همچنین  و  پتانسیل   نهیهاي 

بندي کرد.  ها فرمول هاي پیچیده تر را با ترکیب آنتوان جریانمی 
دو  دقت    یبررسـبخش دو جریان پتانسیل ترکیبی براي    ـنیادر  

با ترکیب جریان  قرار می   مدنظرعددي    مدل گیرد. در حالت اول 
 تابع  بابه جریان پتانسیلی    توانیمنقطه سکون و جریان گردابی،  

  :افتی دست ریز معادله مطابق یان یجر
  

)26 (  ψ = ݕݔܣ2 −
Γ

ߨ2  (ݎ)݊ܮ

 
Aدر این تحقیق       = Γ و  10 = 2π/5   فرض شده است. جمله

دهنده اول معادله بالا بیانگر جریان نقطه سکون و جمله دوم نشان
می  گردابی  دامنه  جریان  از  شده  حذف  دایره  همچنین  باشد. 

برابر شعاعی  ܴܿ  محاسباتی  = 3 cm    گرهی توزیع  براي  و  دارد 
଴ܮ = در نظر گرفته شده است. معادله پتانسیل دوم با   ݉ 1/100

آید که تابع جریان  دست میترکیب جریان یکنواخت و دیپول به
  : باشدآن طبق معادله زیر می

  

)27 (  ψ = ܷஶݔ+
κ

ߨ2
ݕ

ଶݔ +  ଶݕ

 
بیانگر سرعت جریان یکنواخت است و برابر واحد در نظر   ஶܷکه  

پارامتر   و  است  شده  دیپول   ߢگرفته  جریان  ویژگی  بیانگر   نیز 
لحاظ شده   1/100   در معادله بالا برابر  2π/ߢباشد که عبارت می

  ر ـــراب ــب   یمحاسباتـ  دامنــه  ـــرهیداشعاع    نیهمـچناست.  
ܴܿ = 2cm    با ଴ܮاست و توزیع گرهی  = 1/300 m    تولید شده

   است.
میدان جریان محاسباتی    بیترتبه)  15) و (14هاي ( در شکل
جریان پتانسیل ترکیبی   دو  در قالب نقشه رنگی براي  2مدل عددي  

) نیز خطاهاي عددي دو مدل  16نشان داده شده است. در شکل (
شده مقایسه  ترکیبی  جریان  دو  این  براي   مجدداًکه  اند  موجود 

  مجموعه   از  واقعدر   باشد.بیانگر دقت قابل توجه مدل عددي دوم می 
 توانی م  را  2  يعدد مدل بالاتر تیقابل قیتحق نیا شده ارائه جینتا
  .گرفت جهینت
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  لیپتانس  ان یجر  يسازهی شب يبرا 2 مدل يعدد  جینتا -14 شکل

  اول  یبیترک
  

  
  لی پتانس انیجر يسازهیشب يبرا 2 مدل يعدد جینتا - 15 شکل

  دوم  یبیترک
  

 
  لیپتانس  يهاانیجر يبرا يعدد يهامدل  يخطاها  -16 شکل

  ی بیترک
  
  

  گیرينتیجه -4
تا  ارتقاء روشتحقیقات زیادي  براي    SPHو    MPSهاي  کنون 

برابر    دو روش شاخص عددي بدون شبکه با عملکرد تقریباً  عنوانبه
این   در  است.  شده  از    ، پژوهــشانجام  یکی   نیکارآمـدتردقت 

) (مدل  MPS   )Shobeyri  ،b2024هاي پیشنهاد شده روش  مدل
) با یک روش عددي بدون شبکه مبتنی بر بسط تیلور و حداقل  1

) در حل معادلات دیفرانسیلی مرتبه دوم ازجمله  2مربعات (مدل  
بیانگر دقت بالاتر   یروشنبههاي پتانسیل مقایسه شد. نتایج  جریان

هایی  بندي روشباشد. فرمول می   2و هزینه محاسباتی کمتر مدل 
باشد گیري وزنی ساده میبر اساس یک میانگین  SPHو    MPSمانند  

هاي ارتقاء یافته  هاي مختلف ریاضی سعی شده است مدلو با ایده
محدودیت براي    ینوعبهبندي  ها ارائه شوند که این مبناي فرمول آن
  ی راحتبه  توانی مرا    2مدل عددي    ،آورد. در مقابلمی  وجودبهها  آن

زیادتر رساند.    دقتبهبا لحاظ کردن جملات مرتبه بالاتر بسط تیلور  
زمان  هاي مشتق دلخواه را همهمچنین در این روش تمامی مرتبه

توان محاسبه کرد و با استفاده از آن بسیاري از مسائل مهندسی  می 
که در قالب معادلات دیفرانسیل شامل مشتقات مرتبه اول و دوم  

این وجود، این مدل عددي باید د. با  حل کر  یسادگبه  هستند را
پیچیده مسائل  سیالات  براي  جریان  مانند  دیدگاه   ژه یوبهتر  در 

کاستی  و  گیرد  قرار  بررسی  مورد  نیز  آن  لاگرانژي  احتمالی  هاي 
مثال در مسائل پیچیده جریان   عنوانبه.  شوندمشخص و مرتفع  

کردن  معکوس  در  شوند  پراکنده  است  ممکن  سیال  ذرات  که 
ماتریس مورد نیاز براي تقریب مشتقات تابع ممکن است خطاهایی 

هاي رسد در مسائل مکانیک جامدات که گرهمی  نظربهرخ دهد.  
مشکل جدي   دچار  روش  این  ندارند  چندانی  محاسباتی حرکت 
براي مسائل مکانیک سیالات در دیدگاه  نشود. همین شرایط نیز 
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