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ارتعاشات  یرخطيغ یزمان خچهيتار یکيناميد ليتحل یبرا ديجد یبندارائه فرمول

 زلزله یتحت بارگذار یهاسازه

 
 7آبادی، پیمان نرج7*جوق، مهدی بابائی قلعه7درضا حنفیمحمّ

 
 دانشگاه بناب، دانشکده فنی و مهندسی، مهندسی عمران دانشجوی کارشناسی 7
 دانشگاه بناب، دانشکده فنی و مهندسی ،استادیار گروه مهندسی عمران 7
 

 77/۰/7777 ، نشر آنلاین77/۰/7777 :پذیرش، 72/7/7777بازنگری: ، 7/77/7777 :دریافت

 

 چکيده

 یزمان خچهیتار لیتحل ی(، براNewton-Cotes-4P-θ Method) یاچهار نقطه یتتا -کاتس -وتنیو کارآمد تحت عنوان روش ن عیسر یروش عدد کی

حل  یبرا یاچهار نقطه یتتا -کاتس -وتنین یروش از فرمول عدد نیاست. ا تحت اثر زلزله ارائه شده (SDOF) یدرجه آزاد کی یاسازه یهاستمیس

 وابسته به زمان یخارج یهارویاز نوع ن یروش هرگونه بارگذار نی. در ادهدیپوشش م زیرا ن یرخطیو غ یخط یهاستمیکرده و س حرکت استفاده لهمعاد

و  باتحاسم یسهولت اجرا، سادگ دیجد یبندمهم فرمول تیاست. مز ریپذآن امکان لیبوده و تحل یکینامید ستمیاعمال به س قابل ،یالرزه کیتحر ایو 

( Wilson-𝜃)تتا  -لسونیو و( Newmark-𝛽)بتا  -ومارکین یهامشابه خود مانند انتگرال دوهامل و روش یهاروش ریبا سا سهیآن در مقا یدقت بالا

 یریگانتگرال یهامشابه روش ز،یدوهامل بوده و سرعت پردازش آن ن انتگرال یلیشبه تحل یهاشده در حد روش. متعاقباً سطح دقت روش ارائهباشدیم

 روندکی یاجرا به ازین ،یرخطیبتا غ -ومارکیشده برخلاف روش نارائه دیجد یبندذکر است که فرمول . قابلباشدیتتا م -لسونیبتا و و -ومارکین گامبهگام

برآن، لاوه. عشدخواهد  یرخطیرفتار غ ییمحاسبات ساده منجربه همگرا یسر کیندارد؛ بلکه تکرار  یرخطیلحاظ اثرات غ یبرا وتن،یمستقل مانند تکرار ن

𝑇𝑛) هیثان 7۴/7دوره تناوب کمتر از  یدارا یهاستمیس لیروش حاضر در هنگام تحل < 0.15 sec77/7کمتر از  ییرای( و نسبت م (𝜁 < (، عملکرد 0.02

 ،یعدد جیاجرا دارد. نتا تیقابل یسادگو به هبود یکینامید یهاستمیس لیجهت تحل یبالا و دقت کاف ییمؤثر، سرعت همگرا یداریپا یدارد و دارا یبهتر

 .دهدیتتا نشان م -لسونیبتا و و -ومارکین یهابا انتگرال دوهامل و روش سهیرا در مقا دیمؤثربودن روش جد
 

 .یانقطه چهار یتتا -کاتس -وتنیروش ن ،یزمان خچهیتار لی، تحلیدرجه آزاد کی ستمیس ،یرخطیغ لیتحل ،یاپاسخ لرزه :هاکليدواژه

 
 مقدمه -1

سته واب یاتحت بار لرزه یاسازه ستمیس کی یکینامیپاسخ د

 یسازمدل 7تبه دوممر یمعمول لیفرانسیمعادله د کیبه زمان با 

 یلیحل تحل کی توانیاز موارد نم یاریدر بس کهیی. ازآنجاشودیم

 یعدد یهاغالباً از روش جهت، نیا بهمعادله ارائه کرد.  نیا یبرا

مرتبه دوم  یمعمول لیفرانسید لاتمحاسبه پاسخ معاد یبرا

 شرفتیحاضر با پ یدر علوم کاربرد ن،ی. همچنشودیاستفاده م

 ک،یزیف ،یکاربرد کیدر مکان یعادلات متعددم یفناور

                                                 
1. ODE  

 حل یصورت عددبه دیو اقتصاد وجود دارند که با یشناسستیز

 یهاستمیس لیدر تحل یعدد یهااستفاده از روش ن،یشوند؛ بنابرا

 نیتراز جذاب یکیها به روش نیبوده و توسعه ا یرورض یکیزیف

باً، است. متعاقشده  لیتبد نیمحقق یبرا یعلوم کاربرد یهانهیزم

سازه چند درجه  کی یاضیها، مدل رسازه کینامید یدر تئور

 شودیارائه م یدرجه آزاد کی ستمیس کیصورت اغلب به یآزاد

 یبندلفرمو (7DEOM) حرکت لیفرانسیکه توسط معادلات د

2. Differential equation of motion 
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، Fombrune؛ Bathe ،722۱؛ Leigh W ،7224 و Paz M) شودیم

72۹۱.) 

 یمرتبه دوم برا یمعمول لیفرانسیادله دراستا، حل مع نیدر ا

 شهیهم یگاههیتک کیتحت تحر یدرجه آزاد کی ستمیس کی

و همکاران،  Veletsos)است از محققان بوده  یاریتوجه بس مورد

و همکاران،  Izadifard؛ 777۰و همکاران،  Chopra؛ 72۱۴

  .(Newmark ،72۴2؛ 777۱

( هیانند، انتگرال فورمدر حوزه فرکانس ) یلیتحلشبه یهاروش

)مانند، انتگرال دوهامل(  یدامنه زمان یلیتحلشبه یهاروش ای

 یرا با استفاده از اصل جمع آثار قوا رو ستمیس ییاغلب پاسخ نها

 نیا که،یی. ازآنجاکنندیآمده، محاسبه مدستبه یپاسخ یهالفهؤم

 لیتحل تیقابل کنند،یم یرویها از اصل جمع آثار قوا پروش

که اصل جمع آثار قوا فقط  را ندارند؛ چرا یرخطیغ یهاستمیس

 یهاروش گر،ید یکاربرد دارد. از سو یخط یهاستمیس یبرا

تفاضل محدود  ک،یاز تابع تحر یابیگام مانند روش درونبهگام

؛ Penzien ،724۴و  Clough) بتا -ومارکیکوتا و ن -رانگ ،یمرکز

Paz M  وLeigh W ،7777 )یرخطیغ یاسازه یهاستمیس یبرا 

 اند.ارائه شده

پاسخ  لیتحل یبرا یادیز یعدد یهاامروزه در مقالات روش

منتشر  یوجود دارد. گزارش فن یساختمان یهاسازه یکینامید

ز ا یبرخ ییدقت و کارا کا،یشده توسط گروه مهندسان ارتش آمر

 یکینامیرا در برآورد پاسخ د یگام عددبهگام یهاروش

وابسته به  یاضربه یهادر برابر بار یدرجه آزاد کی یهاستمیس

 یهاروش یمطالعات عمدتاً بر رو نیکرده که ا یابیزمان ارز

بتا، روش تفاضل  -ومارکین ،یتتا، روش شتاب خط -لسونیو

کوتا مرتبه چهارم، انتگرال دوهامل و  -روش رانگ ،یمحدود مرکز

و همکاران،  Ebeling) اندتمرکز کرده یچند گام یهاروش

7224 .) 

 یهاستمیدر حل س ومارکیروش ن یداریعملکرد و پا

با استفاده از چند مثال  Changتوسط  یدرجه آزاد کی یرخطیغ

  (.Chang ،7777) استشده  دییو تأ یابیارز یعدد

 یازسمعادل یهاستمیس لیتحل یلاپلاس برا لیسپس تبد

 استشده جرم استفاده  یدرجه آزاد کی ستمیشده با س

(Kazakov ،777۹). 

 روش کیتوسعه  یرا برا لوریت بسطCevik و   Kurtها بعد،سال

 کی یاسازه یهاستمیس یامحاسبه پاسخ لرزه یساده برا یعدد

 .(Cevik ،777۹ و Kurt) کردند شنهادیپ یدرجه آزاد

Li  وWu یرخطیمحاسبه پاسخ غ یشونده براروش تکرار کی 

(. Wu ،7777و  Li) ارائه دادند یدرجه آزاد کی داریپا یهاستمیس

 یو همکاران برا Babaeiتوسط  دیجد یلیدو روش تحل ز،ین راًیاخ

ه ارائه داد یرخطیو غ یخط یهاستمیس یکینامیپاسخ د لیتحل

و همکاران،  Babaei؛ 7777و همکاران،  Babaei)است شده 

 . (Hanafi ،7777و  Babaei؛ 7777

حل معادله  یشده براارائه یهااز روش یرایبس وجود، نیاما باا

دارند  یادهیچیپ تمیمرتبه دوم ارتعاشات الگور یمعمول لیفرانسید

 کنندیخود استفاده م یبنددر فرمول شرفتهیپ اتیاضیاز ر یو گاه

اله . هدف مقباشدیم یتخصص فن ازمندیامر به نوبه خود ن نیکه ا

 تیقابل یاراساده د یعدد یلیتحل شرو کیحاضر، ارائه 

ل ح یبرا قیدق لیساده و انجام تحل یوتریکامپ یسینوبرنامه

. دباشیم یدرجه آزاد کی یهاستمیارتعاش س لیفرانسیمعادله د

خ پاس یابیبوده و ارز قیدق یاسهیمقاقابل طور بهشده روش ارائه

را تحت اثر انواع  یدرجه آزاد کی یهاستمیس یکینامید

 -کاتس -وتنیروش ن نی. اکندیم ریپذندلخواه امکا یهاکیحرت

خود  یبندکه در فرمول چرا شودیم دهینام یاچهار نقطه یتتا

شده کاتس اصلاح -وتنیقانون ن نیکاتس و همچن -وتنیقانون ن

 است.قرار گرفته  استفاده مورد

 

 بيان مسئله -2
 یخارج یرویتحت ن یفنر خط -معادل جرم ستمی( س7شکل )

 یاز سه مؤلفه اصل ستمیس نی. ادهدیرا نشان م 𝐹(𝑡)دلخواه 

 نیاز ا لفهؤم. هر راگریاست: مؤلفه جرم، فنر و مشده لیتشک

ر باشد. لازم به ذک یخط ریغ ای یرفتار خط یدارا تواندیم ستمیس

زلزله وارد حوزه  رخداددر طول  یواقع یهاستمیاست، اغلب س

فنر  یخط ریرفتار غ از یامر ناش نیکه ا شوندیم یخطریغ یرفتار

در  یرخطیغ یعلت رخداد رفتارهابه ایبزرگ و  یهاییجادر جابه

؛ 7777، و همکاران Ge) باشدیم سکوزیرویغ ییرایم یهامدل

Meirovitch توسط  جادشدهیا یروی، ن رونیازا(. 72۹۱، و همکاران

رعت و س ییجااز جابه یتابع یدر حالت کل ستمیس نیلفه از اؤهر م

دله معا نیادیاز فرم بن ماًیمستق دیبا ،یموارد نید بود. در چنخواه

 . (Wu ،777۰) استفاده کرد یعدد یبندارتعاشات، در فرمول

 

 
 

 فنر-معادل جرم یخط ستمي( سیلي)تحل یاضيمدل ر -1شکل 

 

 م،یکنیمعادله ارتعاش، فرض م نیادیحصول به فرم بن یبرا

را  ی، سرعت نسب𝑥شکل فنر( را با  ریی)تغ ینسب ییجاجابه مؤلفه

حال، معادله  م؛یدهی، نشان م𝑎را با  ستمیس یو شتاب نسب 𝑣با 

 یرویتحت ن یرخطیغ یهاستمیحاکم بر حرکت س لیفرانسید

 :میدهیارائه م ریصورت زهرا ب ،یخارج
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(7) 𝐹𝑆(𝑥 , 𝑣) + 𝐹𝐷(𝑥 , 𝑣) + 𝑚(𝑡) 𝑎 = 𝐹(𝑡) 
 

معادله ارتعاش است که در بیان شکل  ترین، جامع(7) رابطه

رفته در نظر گ زین سیستم جرم تغییرات بودن، ناشی ازغیرخطی آن

 به منجر ممکن است سیستمی جرم اترییتغ اگرچه. است شده

، در تئوری ارتعاشات حالنیبااشدن معادله گردد،  یرخطیغ

 یبالا پارامترهادر رابطه  شود.ها جرم سیستم ثابت فرض میسازه

ناظر مت هایمؤلفهبودن غیرخطی بر دیتأکای بر صرفاًداخل پرانتز 

𝐹𝑆 بودن رفتار فنریفرض خط با حال هستند. = 𝑘𝑥 ییرایو رفتار م 

𝐹𝐷 سکوزیو = 𝑐𝑣 کنیمصورت زیر بازنویسی میهمعادله فوق را ب: 
 

(7) 𝑘𝑥 + 𝑐𝑣 + 𝑚𝑎 = 𝐹(𝑡) 
 

جرم  𝑚 سکوز،یو ییرایم نسبت 𝑐فنر،  ثابت 𝑘(، 7در رابطه )

 یروین 𝐹(𝑡)و  باشد که در طول ارتعاش ثابت استمی ستمیس

 ستمیس نیکه ا ی. هنگامباشدیم وابسته به زمان )تحریک( یخارج

𝑥𝑔 گاهیتکیه یهاییجادر معرض جابه = 𝑥𝑔(𝑡) رد،یگیقرار م 

 ،است داده شده ن( نشا7که در شکل )سیستمی با  آن را توانیم

 در نظر گرفت.معادل 

 

 
 

فنر  -معادل جرم یخط ستمي( سیلي)تحل یاضيمدل ر -2شکل 

 يیجاهجاب لفهؤمتحت اثر 

 

( 7موجود در رابطه ) 𝐹(𝑡)جایگزین نیروی   𝑚𝑎𝑔−در این شکل 

𝑥𝑔شده است که  = 𝑥𝑔(𝑡) گاه و هیشتاب تک𝑥 ینسب یجابهجاب 

ی هایتئور بهباتوجه، اساسنبرای .باشدفنر میشکل(  ریی)تغ

 Chopraسازه  کینامید یو مبان Paz ،Li شده در متون فنیارائه

(Paz M  وLeigh W ،7224 ؛Chopra ،7777 )لیفرانسیمعادله د 

 ریز صورتبهتحت اثر زلزله  یرخطیغ یهاستمیس یحرکت برا

 :شودیارائه م
 

(۰) 𝐹𝑆(𝑥 , 𝑣) + 𝐹𝐷(𝑥 , 𝑣) + 𝑚(𝑡) 𝑎 = −𝑚(𝑡) 𝑎𝑔 
 

بت و نس یعیبا فرکانس طب ستمیکه دو س دهدی( نشان م۰رابطه )

یا  ترسختدیگری  نسبت به نکهینظر از اصرف ،برابر ییرایم

 .بود خواهد یکسانی تاریخچه زمانی پاسخدارای  باشند، ترنیسنگ

, 𝐹𝑆(𝑥 ،فتار خطی داشته باشندهای این سیستم رلفهؤماگر  𝑣) =

𝑘𝑥 ،𝐹𝐷(𝑥 , 𝑣) = 𝑐𝑣  و𝑚(𝑡) = 𝑚 را  (۰) معادله باشد،یم

 :کردساده  ریبه شکل زتوان می
 

(7) 𝑘𝑥 + 𝑐𝑣 + 𝑚𝑎 = −𝑚𝑎𝑔 
 

 لیفرانسی، معادله د(𝑚سیستم )( به جرم 7رابطه ) طرفین میبا تقس

 نایب ریز صورتبه زلزلهشتاب  تحت یخط یهاستمیحرکت س

 :شودیم
 

(۴) 𝜔𝑛
2𝑥 + 2𝜁𝜔𝑛𝑣 + 𝑎 = −𝑎𝑔 

 

𝜔𝑛(، ۴در رابطه )که  = √
𝑘

𝑚
 و ستمیس یعیفرکانس طب  

𝜁 =
𝑐

2𝑚𝜔𝑛
این فرمول، شکل . باشدیم ستمیس ییراینسبت م 

باشد که آن های خطی میای از معادله ارتعاش برای سیستمساده

 ی خود استفاده خواهیم کرد.هایبندولفرمرا در 

های جای نیروهغالباً ب سازه، یمهندسهای مطرح سیستمدر 

که اغلب  شودزلزله عارض می از نوع شتاب کیتحر خارجی،

و از بازه  گرددارائه می 𝑡𝑖ه نسبت به زمان گسستتابعی  صورتبه

𝑖 = 𝑁و  نقاط زمانیتعداد  𝑁 ری. متغباشدیم 𝑁تا  1 − تعداد  1

ℎ ،یدهد. گام زمانیرا نشان م یزمان یهاگام = 𝑡𝑖 + 1 − 𝑡𝑖 

، گیریانتگرال گامبهگام یهاروش. در شودیثابت فرض م معمولاً

 گردد:ارضا  𝑡𝑖لحظه  در دیحرکت با لیفرانسیمعادله د
 

(۱) 𝐹𝑆,𝑖 + 𝐹𝐷,𝑖 + 𝑚𝑖𝑎𝑖 = −𝑚𝑖𝑎𝑔,𝑖 
 

𝐹𝑆,𝑖(، ۱) در رابطه = 𝐹𝑆(𝑥𝑖 , 𝑣𝑖) ،𝐹𝐷,𝑖 = 𝐹𝐷(𝑥𝑖 , 𝑣𝑖) ،𝑚𝑖 =

𝑚(𝑡𝑖)  و𝑎𝑔,𝑖 = 𝑎𝑔(𝑡𝑖) یهاتمیالگور ارائه. هدف از باشدیم 

 𝑡𝑖با دانستن پاسخ در لحظه    𝑡𝑖+1پاسخ در تخمین ،موجود یعدد

 𝑡𝑖+1 لحظهدر  باید حرکت لیفرانسیدمعادله  بنابراین، ؛باشدیم

 :میدار نیبنابرا گردد؛ارضا 
 

(4) 𝐹𝑆,𝑖+1 + 𝐹𝐷,𝑖+1 + 𝑚𝑖+1𝑎𝑖+1 = −𝑚𝑖+1𝑎𝑔,𝑖+1 

 

𝐹𝑆,𝑖+1(، 4در رابطه ) = 𝐹𝑆(𝑥𝑖+1, 𝑣𝑖+1) ،𝐹𝐷,𝑖+1 =

𝐹𝐷(𝑥𝑖+1, 𝑣𝑖+1) ،𝑚𝑖+1 = 𝑚(𝑡𝑖+1)  و𝑎𝑔,𝑖+1 = 𝑎𝑔(𝑡𝑖+1) 

 خپاسشده برای محاسبه ارائهروش  مفاهیم اولیهدر ادامه،  .باشدیم

و روابط ( 4( و )۱با استفاده از معادلات ) 𝑡𝑖+1 لحظه در سیستم

 .گرددآن ارائه می یبازگشت

 

 ایچهار نقطه -تتای -کاتس -مبانی روش نيوتن -1
 -کاتس -وتنیروش ن یبنددرک بهتر فرمول و ییآشنا یبرا

 و شتاب و سرعت روابط اولیه حاکم بینابتدا  ،یاچهار نقطه تتای

ل به شکدر گام اول باتوجه کنیم.یی و سرعت را یادآوری میجاجابه

ر چها یتتا-کاتس-وتنیزمان روش ن-شتاب(، نمودار شماتیک ۰)

ابط روبانی این روش کنیم و با استفاده از می را تعریف میانقطه

 م.کنیرا بیان می و سرعت ییجاشتاب و سرعت و جابه نیحاکم ب
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روش  یشتاب برحسب زمان برا کينمودار شمات -1شکل 

 یاچهار نقطه یتتا-کاتس-وتنين

 

𝑥 اگر ،در این راستا = 𝑥(𝑡) ،𝑣 = 𝑣(𝑡) ،𝑎 = 𝑎(𝑡)  توانیمباشد؛ 

 نوشت:
 

(۹) 𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

 

(2) 𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

 

ادله مع برایو انتگرال  لیفرانسیدوم حساب د قانون استفاده از با

 :توان نوشتمی، (2و ) (۹) یلیفرانسید
 

(77) 𝑣𝑖+1 − 𝑣𝑖−2 = ∫ 𝑎(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖−2

 

 

(77) 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−2 = ∫ 𝑣(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖−2

 

 

با استفاده از قانون (، را 77( و )77انتگرال سمت راست رابطه ) اگر

 تخمین بزنیم، داریم: ،ایچهار نقطه -کاتس -وتنین
 

(77) 𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖−2 + ℎ (
3

8
𝑎𝑖−2 +

9

8
𝑎𝑖−1 +

9

8
𝑎𝑖 +

3

8
𝑎𝑖+1) 

 

(7۰) 
𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖−2 + ℎ [

3

8
𝑣𝑖−2 +

9

8
𝑣𝑖−1 +

9

8
𝑣𝑖

+
3

8
𝑣𝑖+1] 

 

𝑣𝑖−2 ،(Stoer ،72۹۴و  Evtushenko( )77) رابطه در که =

𝑣(𝑡𝑖−2)، 𝑣𝑖−1 = 𝑣(𝑡𝑖−1)، 𝑣𝑖 = 𝑣(𝑡𝑖)، 𝑣𝑖+1 = 𝑣(𝑡𝑖+1) 

𝑎𝑖−2 وزمانی  متوالی لحظات در سیستم سرعت = 𝑎(𝑡𝑖−2)، 

𝑎𝑖−1 = 𝑎(𝑡𝑖−1)، 𝑎𝑖 = 𝑎(𝑡𝑖)، 𝑎𝑖+1 = 𝑎(𝑡𝑖+1) سیستم شتاب 

𝑡𝑖−2 ،همچنین. باشندیم زمانی مقاطع آن در = 𝑡𝑖 − 2ℎ، 𝑡𝑖−1 =

𝑡𝑖 − ℎ، 𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 + ℎ متوالی  مقطع چهار در زمانی مقادیر

 هایشده در این تحقیق، جفت فرمولهای انجامبا بررسی .هستند

های پایستار یا عملکرد خوبی در تحلیل سیستم (،7۰( و )77)

𝜁نامیرا ) گریدعبارتبه = های میرا پاسخ ( دارند؛ ولی در سیستم0

زنند. به همین ای تخمین میملاحظهقابلسیستم را با خطای 

ا های بشود که برای سیستمعلت، در این تحقیق پیشنهاد می

س به کات -ده نیوتنگیری سرعت از قاعمیرایی زیاد فرمول انتگرال

 قانون ذوزنقه مرکب در سه گام متوالی تغییر یابد:
 

(77) 
𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖−2 + ℎ [

1

2
𝑎𝑖−2 + 1𝑎𝑖−1 + 1𝑎𝑖

+
1

2
𝑎𝑖+1] 

 

های با میرایی ( نیز برای سیستم77( و )77جفت معادلات )

𝜁زیاد ) ≥ 𝜁) و خطی هایسیستم در( 0.02 ≥ -سیستم در( 0.01

دهد. حال برای های دقیقی را ارائه میپاسخ (غیرخطی های

اشد، بها مابین صفر و مقادیر فوق میهایی که میرایی آنسیستم

س و کات -فرمول سرعت باید به فرمی بینابین دو فرمول نیوتن

ذوزنقه مرکب باشد. برای حصول به چنین فرمولی، بایستی مقادیر 

( θپارامتری مانند تتا ) ضرایب وزنی دو فرمول مذکور را بر حسب

 یابی شود:صورت زیر درونبه
 

(7۴) 
𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖−2 + ℎ [𝜃𝑎𝑖−2 +

(3 − 2𝜃)

2
𝑎𝑖−1

+
(3 − 2𝜃)

2
𝑎𝑖 + 𝜃𝑎𝑖+1] 

 

 میتنظ یبرا کنندهنییتع پارامتر کی( 𝜃)پارامتر  که در آن،

 رایم یهاستمیس نیالذکر، بفوق یبندفرمول ییگراو هم یداریپا

از مقدار آن که  باشدیم رایو نام
7

7
 تا 

۰

۹
برای یافتن است.  ریمتغ 

، تعدادی مثال (𝜃)و پارامتر تتا  (𝜁)ای بین نسب میرایی رابطه

( با مقادیر تصادفی نسبت میرایی 7( و )7های )نمونه همانند مثال

 طوری (𝜃)ها مقدار تتا و دوره تناوب حل شد، و برای این مثال

گام( و یابی شد که خطای بین منحنی پاسخ )منحنی درشتبهینه

ن ترین حد ممکمنحنی پاسخ دقت بالا )منحنی ریزگام(، به پایین

برحسب  (𝜃)از مقادیر بهینه پارامتر تتا  آمدهدستبهنتایج  رسید.

( و برای 7های خطی در شکل )برای سیستم (𝜁)نسبت میرایی 

 است.  ( نشان داده شده۴شکل )های غیرخطی نیز در سیستم

 

 
( در 𝜻) يیراي( برحسب نسبت م𝜽خط برازش پارامتر) -5شکل 

 یخط یهاستميس
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( در 𝜻) يیراي( برحسب نسبت م𝜽خط برازش پارامتر) -4شکل 

 یخطغير یهاستميس

 

 گردد:ائه میصورت زیر ار( به7معادله خط برازش شکل )
 

(7۱) 𝜃 = 𝑚𝑖𝑛 {
3

8
+

25

4
𝜁 , 0.5} 

 

 بیترتبه( نیز ۴روش مشابه معادله خط برازش شکل )همچنین، به

 زیر خواهد بود:
 

(74) 𝜃 = 𝑚𝑖𝑛 {
3

8
+

25

2
𝜁 , 0.5} 

 

خط  مذکور و آمده از رونددستبه ریمقاد، (۴( و )7)های در شکل

نسبت  نیرنگ(، رابطه باهیفوق )خط س یتجرب یهابرازش داده

 یحجم بالا لیدله. بدهدی( را نشان م𝜃) تتا پارامتر ( و𝜁)یی رایم

 در اشکال فوق شدهحل یهامثال یفقط خروج ،یآمار یهاداده

، (𝜃)با استفاده از این مقدار بهینه پارامتر  است. ارائه شده

ی رایشده در صورت صفر بودن مقدار نسبت میبندی ارائهفرمول

(𝜁 = شده  ایتتای چهار نقطه -کاتس -( تبدیل به فرمول نیوتن0

𝜁و بزرگتر ) 77/7و در میرایی های  ≥ ( تبدیل به فرمول 0.02

های شود. همچنین، باید توجه داشت که در سیستمذوزنقه می

های غیرخطی این مقدار ، اما در سیستم77/7خطی مرز جدایی 

 باشد.می 77/7برابر با 

اول،  هایگامما به اطلاعات  ،یلیع محاسبات تحلشرو یبرا

با شرایط اولیه اول  موردنیاز در گام . اطلاعاتمیازمندیدوم و سوم ن

 یاتوسط مجموعه دیدوم و سوم با هایگام کهیدرحالشود داده می

 -آدامز یهافرمول. تحلیل گردند یامرحلهتک یهااز فرمول

ه شدحیتصح یانقطه دومولتون  -و آدامز ای سادهدو نقطه ۰مولتون

 𝑥2 ،𝑥3 ،𝑣2محاسبه  یاز معادلات برا یتوانند مجموعه مناسبیم

 نوشت: توانیم در این راستاباشند،  𝑣3و 
 

(7۹) 𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖 + ℎ (
1

2
𝑎𝑖 +

1

2
𝑎𝑖+1) 

 

                                                 
3. Adams–Moulton 

(72) 
𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ (

1

2
𝑣𝑖 +

1

2
𝑣𝑖+1)

+ ℎ2 (
1

12
𝑎𝑖 −

1

12
𝑎𝑖+1) 

 

𝑖، در روابط فوق = 1, مقدار شتاب  لازم است، ؛باشدیم 2

𝑎𝑖+1  زمان با همرا در𝑥𝑖+1  و𝑣𝑖+1 میکن یوزرسانرهمحاسبه و ب .

در هر  ستمیس تیوضع حرکتیاطلاعات  یحاومعادله حرکت 

 ،𝑣𝑖+1و  𝑥𝑖+1از  قیدق یهاداده ارائهو در صورت  باشدلحظه می

 نیا ن،یبنابرا ؛دهدیرا ارائه م نوسانی کاتاز حر یقیدق اتیجزئ

 لیفرانسیمعادله د از روی میمستق طورهب یکینماتیلفه سؤم

 :شودیمحاسبه م ریشرح زبه یحرکت
 

(77) 𝑎𝑖+1 = − ( 𝑚𝑖+1 𝑎𝑔,𝑖+1 + 𝐹𝑠,𝑖+1 + 𝐹𝑑,𝑖+1) 𝑚𝑖+1⁄  
 

طه از راب میتوانیرا م یخط یهاستمیشتاب س ز،یمشابه ن طورهب

 :میمحاسبه کن ریز
 

(77) 𝑎𝑖+1 = −(𝑎𝑔,𝑖+1 + 𝜔𝑛
2𝑥𝑖+1 + 2𝜔𝑛𝜁𝑣𝑖+1) 

 

 ای چهارتت -کاتس -وتنیروش ن تمیالگور ندایفر عیتسر یبرا

رحله ر مدر شروع ه هیمحاسبه پاسخ اول یبرا لوریاز بسط ت ،یانقطه

 شود:یاستفاده م
 

(77) 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝑣𝑖ℎ +
1

2
𝑎𝑖ℎ2 

 

(7۰) 𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖 + 𝑎𝑖ℎ 
 

 چهار تتای-کاتس-وتنیروش ن یشده، مبانارائه یهافرمول

 یهاستمیس تواندیم الگوریتم نی. ادهندیم لیرا تشک یانقطه

لفه ؤمدر  یخطریغ اررفتهر نوع  یرا که دارا یرخطیغو  یخط

 یسازکند. با ساده لیتحل قی، کامل و دقباشندهای سیستمی می

. میابییروش دست م نیا یبه نسخه خط ،یرخطیغ تمیگورال

 یرخطیغ ی خطی وهاستمیس یبرا هاروش نیمند انظام تمیالگور

تنها قادر  یخطالگوریتم ، حالنی. باااست شده( آورده 7در جدول )

 باشد.می یخط یهاستمیس لیبه تحل

 

 هامثال -5

 با دیروش جد مقایسه یبرا یمثال عدد سهبخش،  نیدر ا

در  هاسازی مثال. مدلاست شدهارائه  موجود یهاروش ریسا

زلزله  با رکورد ها نیزیارذ. بارگاست شدهافزار متلب انجام نرم

در شود. انجام می است، شدهدادهنشان( 4در شکل ) که 7سنتروال

 مستیس کیدر مثال دوم پایستار،  یخط ستمیس کیمثال اول 

 یبررس مورد ی میرا و در مثال سوم یک سیستم خطی میرارخطیغ

ها های خطی و غیرخطی مثالمشخصات سیستم .قرار گرفته است

4. El-Centro 
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 مثال دومدر ذکر است که لازم به .است شده( آورده 7در جدول )

فتار ر بودن سیستم نیز ازیه و عامل غیرخطبود یرخطیغ رفتار فنر

، 77/7ها در مثال یلیگام تحل نکهیا بهباتوجه .گیردمی نشئتفنر 

جهت، در نقاط  نیبد باشد؛یم 77/7 سنتروالزلزله  یلیو گام تحل

 تنگاششتاب ریمقاد کردنمشخص یبرا یخط یابیاز درون یانیم

 .میااستفاده کرده نیزم

 

تحث اثر  یرخطيو غ یخط یهاستميمشخصات س -1جدول 

 (1و )( 2(، )1) یهاسنترو در مثال -زلزله ال

 مقادیر مشخصات سیستم

 (۰مثال ) (7مثال ) (7مثال ) 

 ۴27/7۴ ۴27/7۴ ۴27/7۴ جرم )کیلوگرم(

 7/7 7/7 7/7 دورة تناوب )پریود( طبیعی )ثانیه(

 7۴/7 77/7 77/7 نسبت میرایی

 7۹77 7۹77 7۹77 متر(یبر سانت وتنیلونیکثابت فنر )

 77/7 77/7 77/7 ی رکورد زلزله )ثانیه(زمان گام

 77/7 77/7 77/7 ی تحلیل )ثانیه(زمان گام

 

 سنترو -تحت اثر زلزله ال یخط ستميس(: 1مثال ) -5-1

 کیتحت تحر یدرجه آزاد خط یک ستمیس کیمثال  نیدر ا

ر لحظه د ستمیس نی. ااست شده یابیو ارز لیسنترو تحل -زلزله ال

مختصات و از حالت سکون شروع به حرکت  از مبدأ ن،یآغاز

در  بیترت بهشده نتایج ارزیابی و پاسخ ریزگام روش ارائه .کندیم

طور که در شکل هماناست.  شدهدادهنشان( 2( و )۹های )شکل

با استفاده از روش انتگرال  ستمیشده، پاسخ سداده( نشان۹)

و روش  یاچهار نقطه تتای -کاتس -وتنین دیامل، روش جددوه

ه قادر ب دیاست که روش جد یهی. بدشودیبتا محاسبه م -وماکین

ℎ ی تحلیلپاسخ با گام زمان یمنحن ترقیمحاسبه دق = 0.01 𝑠𝑒𝑐 

روش انتگرال دوهامل  رفتیانتظار م هک طورهمان. اما باشدیم

 دیبا روش جد سهیروش در مقا نیاما ا ؛کندیعمل م قیدق اریبس

شده و روش ذکر است که روش ارائهلازم به بر است.زمان اریبس

 زیچنا اختلافبا  سانیک باًیتقر یهاپاسخ یانتگرال دوهامل همگ

 خطا یدارا بتا -ومارکینروش  کهیدرحال دهند،یارائه م

 لیدلهب جیرا یهادر روش ادیز یخطا نیا .باشدیم ایملاحظهقابل

آن در  عیاز زمان تناوب واق ستمیانحراف مقدار زمان تناوب س

مذکور بوده و غالباً در زمان  یهاروش تمیالگور یاجرا نیح

. خطای حاضر در شودیثانیه عارض م 7/7های کمتر از تناوب

 (Leigh W ،7224و  PAZ M؛ Penzien ،724۴و  Clough) مراجع

ای های سازهسیستم کهییخطای شیفت فاز معروف است. ازآنجا به

ثانیه هستند، این خطا  7/7تر از های بزرگاغلب دارای زمان تناوب

زدن برای محکاما  ؛گیردکمتر موردتوجه و بحث قرار می

شدن این . برای روشنباشدمیها بسیار حائز اهمیت بندیفرمول

ارائه  (77)ها در شکل روش تمامی تیکمطلب، طیف پاسخ الاس

های فاز سیستم در روش ردر این شکل خطای تغییاست. شده

ح وضوبه کوچک هایتناوب ةدوردر تتا  -بتا و ویلسون -نیومارک

ردن کتر. لازم به ذکر است این خطا با کوچکباشدمیمشاهده قابل

 را هاآن هزینه و زمان ولی باشد؛می رفعقابل هاگام تحلیل

 .افزایدمی
 

 
بر حسب  روين کيالاستوپلاست یمدل رفتار -2شکل 

 (2در مثال ) رشکلييتغ

 

 سنتروالتحت اثر زلزله  یرخطيغ ستميس(: 2مثال ) -5-2

زلزله  کیتحر تتح یخطریغ ستمیس کیدر مثال حاضر، 

 شدهداده( نشان77آن در شکل ) جیشده و نتا لیتحل سنتروال

حداکثر  دیفنر، ابتدا با  مؤلفه یخطریرفتار غ شناسایی  یبرا .است

 نی. اگرچه، امیرا محاسبه کن ستمیس یخط اتیخصوص ییجاجابه

 یهامثال با گام نی، اما در ااست شده تحلیل در مثال قبل  ستمیس

ℎ ترریز =   0.0001 sec ًیابیو ارز  لیتحل مورد، سیستم مجددا 

 کیتشکل الاس رییغاز حداکثر ت یترقیدق نیتا تخم ردیگیقرار م

𝑥𝑚𝑎𝑥,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 نشان (2طورکه در شکل ). هماندیآ دستهب 

𝑥𝑚𝑎𝑥,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐برابر با  ممیماکز رشکلیی، تغاست شدهداده =

0.402878 cm  که در زمان𝑡 = 10.165 sec دهدیرخ م. 

 فی( تعر۱صورت شکل )را به ستمیس یخطریرفتار غ حال 

 𝜇که در آن  باشدیم 𝜇𝑓0 صورتبه میتسل یروی. مقدار نمیکنیم

بوده و در  نهیشیمقاوم ب یروین 𝑓0و  یریپذشکل بیضر

 :باشدیم ریصورت زبه کیالاست یهاستمیس
 

(77) 𝑓0 = 𝑘𝑥𝑀𝑎𝑥,𝐸𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 = 1800 × 0.4028782 𝑐𝑚
= 725.1723 kN 

 

𝜇با فرض  =  نوشت: توانی، م0.25
 

(7۰) 𝑓𝑦 = 𝜇𝑓0 = 0.25 × 725.1723 = 181.29 kN 
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 یدرجه آزاد کي یاسازه یهاستميس یرخطيو غ یخط ليتحل یبرا یاچهار نقطه یتتا -کاتس -وتنيروش ن تميالگور -2جدول 

𝑖مقداردهی اولیه با  7 = 1:  

 

𝑡1 = 0.   𝑥1 = 𝑥(0).     𝑣1 = 𝑣(0). 
 در سیستم خطی: -

𝑎1 = −(𝑎𝑔.1 + 𝜔𝑛
2𝑥1 + 2𝜔𝑛𝜁𝑣1). 

 در سیستم غیرخطی: -
𝐹𝑠,1 = 𝐹𝑠(𝑥1).            𝐹𝑑,1 = 𝐹𝑑,1(𝑣1) 
𝑎1 = − (𝑚𝑎𝑔,1 + 𝐹𝑠,1 + 𝐹𝑑,1) 𝑚⁄ . 

 

 :𝜃محاسبه مقدار پارامتر  7

 در سیستم خطی: -

𝜃 = 𝑚𝑖𝑛 {
3

8
+

25

4
𝜁 , 𝜃صورت دلخواه عددی از بازه هانتخاب کرده یا ب {0.5 =

3

8
= 𝜃تا  0.375 =

1

2
=  انتخاب کنید. 0.5

 در سیستم غیرخطی: -

𝜃 = 𝑚𝑖𝑛 {
3

8
+

25

2
𝜁 , 𝜃صورت دلخواه عددی از بازه هانتخاب کرده یا ب {0.5 =

3

8
= 𝜃تا  0.375 =

1

2
=  انتخاب کنید. 0.5

 

𝑖مقدار  ۰ = 𝑖 +  تخمین بزنید. )یا همه مقادیر را صفر در نظر بگیرید(: 𝑡𝑖+1پاسخ را در قرار داده و  1

 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝑣𝑖ℎ +
1

2
 𝑎𝑖ℎ2 

𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖 + 𝑎𝑖ℎ 
 

 :دیتکرار کن ،دنشو ثابتتا ارقام موردنظر  𝑥𝑖+1که  یتا زمان را ریز روابط 7

 ستم خطی:در سی شتاب ریمقاد رسانیروزبه -
 

 

𝑎𝑖+1 = −(𝑎𝑔,𝑖+1 + 𝜔𝑛
2𝑥𝑖+1 + 2𝜔𝑛𝜁𝑣𝑖+1) 

 

 در سیستم غیرخطی: شتاب ریمقاد رسانیروزبه -
 

𝐹𝑠,𝑖+1 = 𝐹𝑠(𝑥𝑖+1)    ,     𝐹𝑑,𝑖+1 = 𝐹𝑑(𝑣𝑖+1) 
𝑎𝑖+1 = − ( 𝑚𝑎𝑔,𝑖+1 + 𝐹𝑠,𝑖+1 + 𝐹𝑑,𝑖+1) 𝑚⁄  

 

 ولتون:م -زآدام یهابا استفاده از فرمول  𝑡𝑖+1و سرعت در  ییجابجا ریمقاد محاسبه - 
 

𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖 + ℎ (
1

2
𝑎𝑖 +

1

2
𝑎𝑖+1) 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ (
1

2
𝑣𝑖 +

1

2
𝑣𝑖+1) + ℎ2 (

1

12
𝑎𝑖 −

1

12
𝑎𝑖+1) 

 

𝑖اگر  ۴ < 𝑖باشد،  3 = 𝑖 +  .دیبرو یصورت، به مرحله بعد نیا ریدر غ د؛یرا تکرار کن ۴تا  ۰و مراحل اده دقرار  1

 :(قرار دهیدها را صفر همه آن ای) تخمین بزنید 𝑡𝑖+1را در  ستمیپاسخ س ۱

 
𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝑣𝑖ℎ +

1

2
𝑎𝑖ℎ2 

𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖 + 𝑎𝑖ℎ 
 

 .دیتکرار کن ،شود تثبیتتا ارقام موردنظر  𝑥𝑖+1که  یتا زمان را ریز روابط 4

 در سیستم خطی: شتاب ریمقاد رسانیروزبه -
 

 

𝑎𝑖+1 = −(𝑎𝑔,𝑖+1 + 𝜔𝑛
2𝑥𝑖+1 + 2𝜔𝑛𝜁𝑣𝑖+1) 

 در سیستم غیرخطی: شتاب ریمقاد رسانیروزبه -
 

𝐹𝑠,𝑖+1 = 𝐹𝑠(𝑥𝑖+1)    ,     𝐹𝑑,𝑖+1 = 𝐹𝑑(𝑣𝑖+1) 
𝑎𝑖+1 = − ( 𝑚𝑎𝑔,𝑖+1 + 𝐹𝑠,𝑖+1 + 𝐹𝑑,𝑖+1) 𝑚⁄  

 

 :یانقطه چهار -کاتس -وتنین یهابا استفاده از فرمول  𝑡𝑖+1و سرعت در  ییجابجا ریمقاد رسانیوزرهب - 
 

 
𝑣𝑖+1 = 𝑣𝑖−2 + ℎ [𝜃𝑎𝑖−2 +

(3 − 2𝜃)

2
𝑎𝑖−1 +

(3 − 2𝜃)

2
𝑎𝑖 + 𝜃𝑎𝑖+1] 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖−2 + ℎ (
3

8
𝑣𝑖−2 +

9

8
𝑣𝑖−1 +

9

8
𝑣𝑖 +

3

8
𝑣𝑖+1) 

 

𝑖مقدار  ۹ = 𝑖 +  .دیتکرار کن ینمونه بعد یرا برا ۹تا  ۱قرار داده و مرحله   1

𝑚(𝑡) یعنیشود، یفرض م رییدر طول ارتعاش بدون تغ ستمیجرم سنکته مهم:  = 𝑚 = 𝑐𝑡𝑒 شود که یفرض م ،نیا. علاوه بر باشدیم𝐹𝑠 = 𝐹𝑠(𝑥)  و𝐹𝑑 =

𝐹𝑑(𝑣) باشدیم. 
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 سنترو -ال لرزهنيرکورد زم -2شکل 

 

 
 (1مثال ) یبرا یدرجه آزاد کي یخط ستميزمان س -مکان رييتغ یاپاسخ لرزه -2شکل 

 

 
 (1مثال ) یبرا یدرجه آزاد کي یخط ستميس نزما -مکان رييتغ زگامير یاپاسخ لرزه -2شکل 
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 (1در مثال ) یدرجه آزاد کي یخط ستميس یبرا ستميس کيپاسخ الاست فيط -1۴شکل 

 

 
 (2مثال ) یبرا یدرجه آزاد کي یرخطيغ ستميزمان س -رمکانييتغ یاپاسخ لرزه -11شکل 
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 (2مثال ) یبرا یدرجه آزاد کي یرخطيغ ستميزمان س-رمکانييتغ زگامير یاپاسخ لرزه -12شکل 

 

 
 (1مثال ) یبرا یدرجه آزاد کي یخط یرايم ستميزمان س-رمکانييتغ یاپاسخ لرزه -11شکل 

 

 
 (1مثال ) یبرا یدرجه آزاد کي یخط یرايم ستميزمان س-نرمکاييتغ زگامير یاپاسخ لرزه -15شکل 
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را با روش  دیآمده از روش جددستبه یها(، پاسخ77شکل )

نشان  جینتا .کندیم سهیتتا مقا-لسونیبتا و و-ومارکین یرخطیغ

ده شآمده از روش ارائهدستپاسخ به نیب بهتری تطابق کهدهدیم

اوج تغییر  ریبتا وجود دارد. مقاد -ومارکین پاسخ حاصل از روشو 

 ای ریزگام سیستم غیرخطیپاسخ لرزهمشابه هستند.  زینمکان 

 است. شدهدادهنشان( 77شده نیز در شکل )روش ارائه

 

 وسنترال زلزله تحت اثر یخط ميرای ستميس(: 1مثال ) -5-1
سنترو  -التحت اثر زلزله  یفرض یخط های میرایستمیس

ز در لحظه ابتدایی، ا ستمیس رد؛یگیقرار م یابیارز موردو  لیتحل

مثال  نیدر ا .کندی)سکون( شروع به حرکت ممختصات مبدأ 

درصد در نظر گرفته  پنج ییراینسبت م یبرخلاف دو مثال قبل

( و 7۰شده در شکل )نتایج ارزیابی و مقایسه روش ارائهاست.  شده

.است شدهدادهشینما( 77مذکور در شکل )منحنی ریزگام روش 

 نتايج و بحث -4
 (۰) تا (7) هایی مثالهاروش تحلیلپاسخ و زمان  حداکثر ریمقاد

ول اجد بهاند. باتوجهخلاصه شده (۴) تا (۰)ول ادر جدترتیب به

و روش  سرعت نیترنییپا دارای ، انتگرال دوهامل(۴) تا (۰)

ذکر است، روش لازم به .باشدیروش م نیترعیربتا س-ومارکین

-لسونیبتا و و-ومارکینهای پای روششده از نظر سرعت همارائه

دقت  از نظر صرفاًحاضر،  یبندفرمولکنونی  نسخه و باشدیتتا نم

 دارد. یالذکر برترفوق یهابر روش

 

 (1در مثال ) یدرجه آزاد کي یخط ستميس یار پاسخ لرزهحداکث ريو مقاد ليزمان تحلمدت -1جدول 

 مؤلفه
  دقت بالا

 روش انتگرال دوهامل

تتای  -کاتس -روش نیوتن شده ارائه

 ایچهار نقطه

  خطی

 تاب -روش نیومارک

 دقت پایین

 تتا -روش ویلسون

 7724/7 7724/7 7۰2۱/7 7777/7 (متریسانتجایی بیشینه )هجاب

 ۱۹4۹/7۰ ۱۹4۹/7۰ 47۰۱/7۱ - بر ثانیه( متریسانتسرعت بیشینه )

 ۴۴۹۹/۹74 ۴۴۹۹/۹74 ۰47۴/7۱27 - بر مجذور ثانیه( متریسانتشتاب بیشینه )

 7 7 7 7 تکرارشوندهتعداد گام 

 7۴۹2/7 72۴۰/7 7777/7 7777/7 (RMSجذر میانگین مربعات )

 ۰۴74/77 ۰۴74/77 777۹/77 77/7 (%اختلاف جذر میانگین مربعات از پاسخ دقیق )

 77۰7/7 7777/7 7777/7 7۹7۱/7 زمان تحلیل )ثانیه(

 

 (2در مثال ) یدرجه آزاد کي یرخطيغ ستميس یاحداکثر پاسخ لرزه ريو مقاد ليزمان تحلمدت -5جدول 

 مؤلفه
  دقت بالا

 روش انتگرال دوهامل

تتای  -کاتس-روش نیوتن شده ارائه

 ایچهار نقطه

 خطی

 بتا -روش نیومارک

 دقت پایین

 تتا -روش ویلسون

 7۰74/7 7۰74/7 ۰74۴/7 ۰772/7 (متریسانتبیشینه )جایی جابه

 77۱۱/۹ 77۱۱/۹ 7۱74/۹ 77۹7/۹ بر ثانیه( متریسانتسرعت بیشینه )

 ۰۱۱۹/777 ۰۱۱۹/777 ۱77۱/777 777۱/777 بر مجذور ثانیه( متریسانتشتاب بیشینه )

 ۰ ۴ ۰ ۴ کرارشوندهتتعداد گام 

 77۴۴/7 7277/7 7۱7۴/7 7۱7۴7/7 (RMSجذر میانگین مربعات )

 7472/42 7472/42 ۰4۹۱۰/۰7 77/7 (%) اختلاف جذر میانگین مربعات از پاسخ دقیق

 777۰/7 7777/7 7772/7 74۴7/7 زمان تحلیل )ثانیه(

 
 (1در مثال ) یدرجه آزاد کي یخط یرايم ستميس یاثر پاسخ لرزهحداک ريو مقاد ليزمان تحلمدت -4جدول 

 مؤلفه
 دقت پاسخ بالا

 منحنی ریزگام

تتای  -کاتس -روش نیوتن شده ارائه

 ایچهار نقطه

 غیرخطی

 بتا -روش نیومارک

 دقت پایین

 تتا -روش ویلسون

 7۱47/7 7۱47/7 7۱47/7 7۴24/7 (متریسانتجایی بیشینه )هجاب

 ۴747/4۹ ۴747/4۹ ۹۹7۰/47 - بر ثانیه( متریسانته )سرعت بیشین

 ۴۴7۹/7۱۴ ۴۴7۹/7۱۴ 7۹7۱/7۰24 - بر مجذور ثانیه( متریسانتشتاب بیشینه )

 7 7 7 7 تکرارشوندهتعداد گام 

 7747/7 774۴/7 774۱/7 774۱/7 (RMSجذر میانگین مربعات )

 ۹477/7 ۹477/7 7۱74/7 77/7 (%اختلاف جذر میانگین مربعات از پاسخ دقیق )

 777۹/7 7772/7 7777/7 7۴4۴/7 زمان تحلیل )ثانیه(
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 یترقیپاسخ دق دی، روش جد(77تا )( 4) یهابه شکلباتوجه

طور که مشاهده . هماندهدیارائه م ومارکیبا روش ن سهیرا در مقا

 یاچهار نقطه یتتا-کاتس-وتنیشد، در مثال اول، پاسخ روش ن

آمده از انتگرال دوهامل مطابقت دارد؛ دستبه قیدقبا پاسخ  کاملاً

. دهدیرا از دست م حیپاسخ صح ومارکیروش ن کهیدرحال

درصد، توسط پاسخ  77توجه، در حدود قابل یبرآن، خطاعلاوه

 یی( شناسا7در جدول ) ومارکیشده توسط روش نداده ییجاجابه

دو آن هر که در  باشدیم یمثال چالش کی( 7است. مثال )شده 

 دیهستند؛ اما، پاسخ روش جد یتوجهقابل یخطاها یروش دارا

ه، خلاص طوربه. باشدیبتا م-ومارکیاز پاسخ روش ن اعتمادترقابل

روش  کیعنوان به توانیرا م یشنهادیپ یتتا-کاتس-وتنیروش ن

از روش  ترقیکرد که دق یمعرف عیو سر قیدق دار،یکارآمد، پا

 ریدر مقاد دیجد تمیبرآن، الگور. علاوهکندیبتا عمل م -ومارکین

𝜃 = امر در  نیکه ا کندیکار م ومارکی، مشابه روش ن0.5

 نشد. یبررس یصورت عددمقاله حاضر به یهامثال

 

 یريگجهينت -2
ساده و کارآمد و  اریبس یعدد یبندمطالعه، فرمول نیا در

 کی یهاستمیس یکینامیآوردن پاسخ ددستبه یبرا دیروش جد

است.  شدهارائه یالرزه یتحت بارگذار یشده خطرایم یدرجه آزاد

 اتیاضیسازه و ر کینامیساده از د میاساس مفاه ها برروش نیا

و  یخط یک درجه آزادی هایستمیس یبوده و برا یکاربرد

شده، ارائه روش یاز طرف. باشدیم استفادهقابل یخطریغ

 رییتغ یخطریو غ یخط یهالیتحل یخود را برا یبندفرمول

به  یشنهادیوضوح نشان داد که روش پبه یلیتحل جی. نتادهدینم

سرعت و پاسخ شتاب  ،ییجاجابه تواندیم یطور مطلوب

 بادقت مناسبی یمحاسبات یهارا در گام یکینامید یهاستمیس

ر و الذکحاصله از روش فوق جینتا نیب زیادی قرابتمحاسبه کند. 

از انتگرال دوهامل و  یدرجه آزاد کی یهاتمسیس یزمان خچهیتار

 یشنهادیپ اساس، روشنیبتا وجود داشت. برا -ومارکین یهاروش

اعتماد در محاسبه اثرات قابل یلیابزار تحل کیعنوان به تواندیم

 یشده خط رایم یدرجه آزاد کی یهاستمیس یبرا یالرزه

قت روش باد نیاکه استفاده از  گویای آن است جیشود. نتا محسوب

 یهایژگیو گریاز د زیو سرعت بالا ن یهمراه است و سادگ ییلابا

 یبخشتیرضا طوربهشده ارائه روش ی،ازطرف باشد؛یم روش نیا

و  یخط ییرایم یدرجه آزاد کی یهاستمیس یاپاسخ لرزه

شده را روش ارائه یژگیو نیتر. مهمکندیم محاسبهرا  یرخطیغ

 خلاصه کرد: ریصورت زتوان بهیم

 .باشدیساده م اریآن بس یوتریکامپ یسینوبرنامه (7

 .باشدیمحاسبه تکرارشونده ساده م سری کی یمدل فعل (7

زلزله  کیو تحر کیخواه مانند هارموندل کیهر نوع تحر (۰

 .دهدپوشش مینامنظم را 

 اتیو عمل شودیاجتناب م یاضیر شرفتهیاز محاسبات پ (7

 هستند. یاصل اتیعمل متشکل از صرفاًی آن محاسبات

 یحت ی و غیرخطیخط یدرجه آزاد کی ستمیس کی لیتحل (۴

 انجام است.قابل نیز انیتوسط مبتد

به ها، ظاهرشده، بدون درنظرگرفتن منابع آن یهرگونه خطا (۱

 . .کندبعدی تسری پیدا نمی یهاگام

زمان شده، مدتروش ارائه یهایویژگ یبا درنظرگرفتن تمام (4

ا و بت -ومارکین یهابا روش سهیدر مقا نسخه حاضر یلیتحل

 .باشدیرقابت نمتتا قابل لسونیو

 یبرا یشنهادیپ روش ءو ارتقا توسعه جهت شتریمطالعات ب

مانند  یاسازه یهاستمیس گریانواع د یاپاسخ لرزه نیتخم

هنوز در حال  یدرجه آزاد چند یارتجاعریو غ یخطریغ یهامدل

های مورد مطالعه نیز رایی و دقت روشگبوده و پایداری، همانجام 
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1. Introduction 

A fast and efficient numerical scheme is presented for time-history analysis of single-degree-of-freedom 
(SDOF) structural systems undergoing seismic excitation (Chopra, 2003). The new method is called Newton-
Cotes-4P-θ Method. It uses the most known 4-point Newton-Cotes quadrature in its body to solve the vibration 
equation. Nonlinear analysis is covered as well as linear analysis. Any arbitrary external loadings of type force 
or seismic signals are welcome. The significant advantages of the new formulation are its great simplicity, 
running speed, and appropriate precision level compared with its counterparts such as Duhamel integral and 
Newmark-β methods. The accuracy level of the Newton-Cotes-4P-θ is close to the semi-analytical method of 
Duhamel integration and its speed is similar to the Newmark-β algorithm. Notably, against the nonlinear 
Newmark-β method, the new method does not require a standalone procedure to handle nonlinear analysis; 
instead, it simply triggers iteration of the same computation used in its first processing round. Moreover, the 

Newmark-β method loses its performance dealing with stiff (Tn<1.5 sec) and near-conservative (ζ<0. 02) 
systems; however, the Newton-Cotes-4P-θ method does not loos its accuracy and keeps its well-performed 
analysis in this case. Numerical results reveal the superiority of the Newton-Cotes- 4P-θ method against its 
counterparts such as the Duhamel integral, Newmark-β, and Wilson-θ methods (Babaei et al., 2021; Babaei et 
al., 2022; Babaei et al., 2023). 

 

2. Methodology: Proposed Newton-Cotes-4P-θ method 

     To formulate the Newton-Cotes-4P-θ method, we first recall the basics from the kinematics of particles in 
Dynamics. Then, we use the multistep numerical integration formula of the Newton-Cotes rule to estimate the 
velocity and displacement in their basic relations. Careful assessment of the Newton-Cotes integration showed 
that they lose their efficiency when analyzing high-frequency systems. So, a series of modifications are made in 
the body of Newton-Cotes to improve its performance when dealing with these systems. This modification lies 
effective and noticeably increases the accuracy of the numerical method in a way that it can robustly analyze 
linear and nonlinear systems possessing any type of nonlinearity in its component. Finally, simplifying the 
nonlinear algorithm of Newton-Cotes-4P-θ, we achieve the linear version of this technique. The Linear Newton-
Cotes-4P-θ method is merely able to analyze linear systems and it cannot properly handle nonlinear problems. 
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3. Results and discussion 

According to Figs 1 to 3 the presented Newton-Cotes-4P method provides a more accurate response 
compared to the Newmark-β method. 

 

 

Fig. 1. Displacement time-history response of the linear SDOF system 

 

 

Fig. 2. Displacement time-history response of the nonlinear SDOF system 

 

 

Fig. 3. Displacement time-history response of the linear damping SDOF system 
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     In the first example, the response from the Newton-Cotes-4P-θ method completely matches the exact 

response obtained from the Duhamel integral while Newmark loses the correct response. Moreover, a 

significant error, about 40 percent, is detected by the displacement response given by the Newmark-β method 

in Table 3. Example II is a challenging one for which both of the methods have significant errors; but, the 

response of the new method is again more reliable than Newmark’s response.  

 

Table 1. Peak responses and run-times of linear and nonlinear analyses in the examples 

Item 

Highly exact 
response Duhamel 
integral method or 

using fine mesh 

Presented Newton-Cotes-
4P-θ method 

Linear Newmark-β 
method or Nonlinear 
Newmark-β method 

Low exact response 

Linear Wilson-θ method 

or Nonlinear Wilson-θ 
method 

Max Displacement 
(cm) 

Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear 

0.4104 0.3149 0.4140 0.347500470 0.2301 0.4347 0.2297 0.4347 

Max Velocity 
(cm/sec) 

Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear 

NC* 8.0184 27.5466 8.260706207 13.7125 8.2166 13.6879 8.2166 

Max Acceleration 
(cm/sec2) 

Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear 

NC* 404.4226 1560.8602 412.6025804 849.3479 402.3668 847.5628 402.3668 

Number of iteration 
Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear 

1 5 2 3 1 5 2 3 

Run time (sec) 
Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear Linear Nonlinear 

0.3856 0.1359 0.0008 0.0013 0.0005 0.0014 0.0010 0.0010 

NC*: Not computed         

 

4. Conclusions 

In this study, a greatly simple and efficient numerical formulation so-called Newton-Cotes-4P-θ method was 
developed for computing the dynamic response analysis of the structures. Both linear and nonlinear versions 
of the method were proposed in this study. The great advantage of the new formulation is that it does not 
change its formulation for linear and nonlinear analyses. Against the Newmark-β method, it has no standalone 
mechanism to deal with the nonlinearity; instead, it just repeats the same formulas used for the linear analysis. 
Results reveal that the proposed method satisfactorily estimates the seismic response of linear and nonlinear 
damped SDOF systems. It was also shown that the proposed Newton-Cotes-4P-θ method can reliably estimate 
the displacement time-history response of the SDOF systems. So, the proposed method can be identified as an 
efficient analysis tool for estimating the seismic demands of linear damped systems. Further studies in the 
development of the proposed procedure for more accuracy and simplicity are still underway. 
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