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1. Introduction 

In the present paper, the uncertainty analysis for the activated sludge part in the wastewater treatment 
plant (WWTP) was done using stochastic differential equation (SDE) equations. Euler-Maruyama method was 
selected for the numerical solution of the It ̂o integral and the results were compared and analyzed with 
observational data.  
 
2. Methodology 

2.1. Case Study area and data 
The wastewater treatment plant of Tabriz city was selected as a study case, its location is shown in Fig. 1. 

The data of the 15-day period during the year (2019-2020) was considered for analysis. 
 

 
Fig. 1. Location and performance diagram of Tabriz wastewater treatment plant 

 
     In this research, uncertainty was investigated on pollution indicators such as BOD and Q for the biological 
section of WWTP. The statistical data for the variables of the biological sector and the behavior of the changes 
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in the input and output flow to the WWTP during a one-year period (2019-2020) in 15 day’s were recorded 
and analyzed. 
 

2.2. Activated sludge process and SDE equations 
Biological processes are necessary for the removal of organic matter, colloidal solution and biological 

nitrification and biological phosphorus removal. The main purpose of this unit is to separate a large volume of 
mixed liquor suspended solids (MLSS) from the aeration pool and produce a clear and stable flow with low 
concentration of total suspended solids (TSS) and biochemical oxygen demand (BOD). The behavior of the 
activated sludge process can be investigated with differential equations. but the investigation of uncertainty 
for the pollution parameters of the biological treatment section with SDE would certainly complement ODE. 
Therefore, in this article, SDE has been used to investigated the uncertainties related to the activated sludge 
part and the biological parameters of the output or inside the system. The performance of calculations is shown 
schematically in Fig. 2. 

 

 
Fig. 2. Diagram of solving SDE equations 

 

3. Results and discussion 

3.1. SDE Extraction for Activated Sludge 
The probability space for a random phenomenon is a Wiener process with a continuous path in a certain 

time step with ܹ(ݐ) independent variables. Due to the presence of sentences in terms of wiener processes in 
the corresponding stochastic integral, their solution is not derivable in terms of t, and usually these types of 
equations are expressed in the form of stochastic integral ݐ̂ܫ. The generalization of the law of conservation of 
mass and continuity for the activated sludge section follows from equation (1). 

∀
ࣲ݀
ݐ݀ = ܵ)ݕܳ − ܵ) + ܳ௪ ௨ࣲ + ݇ௗ∀ࣲ (1) 

 

      So that ࣲ biomass concentration (mg/lit), ∀ reactor volume (m3), ܵ  output substrate concentration at time 
t (mg/lit), ܵ  input substrate concentration at time t0, ܳ௪ wastewater flow back to the biological reactor with 
concentration ࣲ௨, The stochastic form of activated sludge equations can be seen in equations (2) and (3). ݇ ௗ is 
the weight of the biological mass that is lost per unit of time (day-1). Using the Euler-Maruyama method and 
using geometric Brownian motion with log-normal distribution, the stochastic equations for flow rate and 
sludge concentration changes are obtained as relations (2) and (3) which are chosen by trial and error. 
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݀ܳ = ܽଵ( തܳ − ܳ௧)݀ݐ + ܿଵߪொඥܳ௧݀ ଵܹ   (2) 

݀ܵ = ܽଶ(ܵ̅ − ܵ)݀ݐ + ܿଶߪௌబඥܵ݀ ଶܹ  (3) 

 

So that σ standard deviation is preferable to variance because it is the same dimension as observational 
data. ݀ ܹ random independent variables in the form √(0,1)ܰݐߜ for Brownian motion with distribution function 
between intervals (0,1). ܽ ୧ &  ܿ୧ constant coefficients. 
 

3.2. SDE modeling results for Q 
After deriving the SDE equations for the activated sludge part of WWTP, the results of constant coefficients 

ܽ  and ܿ ୧ for Qeff were found to be 0.0035 and 0.0028, respectively, with δt equal to 0.001. The comparison chart 
of observed values with calculations in Fig. (3-a) it has been shown. The convergence of the numerical results 
of the SDE equations for BODeff was calculated as 0.005 and 0.7 with δt equal to 0.001, which is shown in Fig . 
(3-b). 

 

  
(a) (b) 

Fig. 3. a) Modeling Qeff with SDE for observed-computed data, b) modeling BODeff with SDE for observed-computed data 

 

4. Conclusions 
Nowadays, the investigation of uncertainty in physical and engineering phenomena and the use of SDE have 

been more attention of researchers. Therefore, the analysis of the activated sludge process was carried out 
using these equations and monitoring observing changes in the pollution parameters, Qeff and BODeff, as a 
biological process after extracting the relevant equations for a period of 15 days from the data (2019-2020). 
The period of 15 days was chosen to prevent the entry of wrong information due to cumulative errors. The 
results show the possibility of monitoring the fluctuations of the biological part of WWTP with SDE. One of the 
advantages of this method is reducing economic costs and observing changes in short periods of time. 

 



 
  
  

  

                                                                          2717-4077شاپا الکترونیکی:        ناشر: معاونت پژوهش و فناوري دانشگاه تبریز   
 https://doi.org/10.22034/CEEJ.2023.54692.2211                                                     09143032251؛ شماره تماس: نویسنده مسئول *

7060-6931-2000-0000Author: Orcid Cod Corresponding  * 
 (م. دینی).  m.dini@azaruniv.ac.ir(ر. شهیدي زنوز)،  reza800sh@yahoo.com(و. نورانی)،  nourani@tabrizu.ac.irآدرس ایمیل: 

 115پیاپی              136-123پژوهشی، )، مقاله 1403(تابستان  2، شماره 54مهندسی عمران و محیط زیست، جلد   نشریه

ی عدم قطعیت تیک در بررسـ توکاسـ یل اسـ تفاده از معادلات دیفرانسـ هاي مرتبط با اسـ
  خانه فاضلاب لجن فعالبرداري از تصفیهبهره

  
  3مهدي دینی ، 2زنوزرضا شهیدي ،1*وحید نورانی

  
  استاد گروه آب، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه تبریز 1
  هاي هیدرولیکی، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه تبریزسازهدانشجوي دکتري آب و  2
  ، دانشگاه شهید مدنی آذربایجان و مهندسی دانشیار گروه مهندسی عمران، دانشکده فنی 3
  

  4/2/1402، نشر آنلاین:  1402/ 4/2 :پذیرش، 31/1/1402بازنگري: ، 10/1401/ 9 :دریافت
 

    چکیده
شود. یکی از  ملزومات مهندسی محیط زیست شمرده مییکی از  ، جزو  )WWTP(هاي فاضلاب  خانهتوسط تصفیه هاي سطحی  هرزآبمدیریت امروزه 

هاي معمول از معادلات دیفرانسیل خطی حاکم است. در طراحی )BOD( ، لجن فعال مربوط به پارامتر اکسیژن مورد نیاز بیولوژیکیWWTPهاي مکانیسم 
و عدم قطعیت پارامترهاي دخیل    BODهاي مصرفی براي کنترل  لیکن در این معادلات از ماهیت نوسانی مقدار میکروارگانیسم   ،گرددبر سیستم استفاده می

تواند کمک شایانی به طراحان از دو منظر مدیریت ریسک و هزینه و  سازي میها در نتایج مدلشوند. این نوسانات و عدم قطعیتنظر میدر معادلات صرف
  ) Stochastic(  )SDE(  استوکاستیکیک مدل تصادفی با استفاده از معادلات    بر ارائههاي لجن فعال نماید. در این تحقیق سعی  قسمت سهولت نظارت بر  

سازي ها در محاسبات ارائه شود. مدلخانه با اعمال عدم قطعیتسازي فرآیند لجن فعال تصفیه) جهت طراحی و شبیهODEجاي معادلات خطی عادي (هب
 ODE) صورت گرفت. براي این منظور، معادلات حاکم بر واحد تصفیه بیولوژیکی بررسی و معادلات خطی Qو دبی فاضلاب ( BODو آنالیز براي دو پارامتر 

و حل   SDEنشینی ثانویه اعمال شد. محاسبات با استفاده از ها بر پارامترهاي خروجی از بخش تهتبدیل و عدم قطعیت SDEحاکم بر سیستم لجن فعال به 
شهر تبریز انجام یافت. ضرایب   WWTPبراي  )2019-2020( روزه متوالی از بازة زمانی  15براي ) Euler-Maruyama(مارویاما  - روش اویلربه  ݐ̂ܫ  انتگرال 

دهندة قابلیت مناسب حل عددي براي متغیرهاي محاسباتی مذکور بودند. اختلاف نتایج نشان  مقایسه  تعیین و  effBODو    effQبراي دو متغیر    SDEبهینه براي  
  آمد.  دستهدرصد ب 11/10معادل  effQدرصد و براي محاسبه  47/11معادل  effBODدر محاسبه  ODEبا  SDEدو روش 

  

 فاضلاب تبریز.خانه واحد لجن فعال، عدم قطعیت، حرکت براونی، فرآیند وینر، تصفیه :هاکلیدواژه

  
  مقدمه  -1

برداري از ذخایر محدود منابع آب که در مدیریت مناسب بهره     
اقلیمی و وضعیت معاشی   هاي محیطیاثر آلودگی اثر شرایط  در 

براي سالجمعیت آب  بحران  زنگ خطر  به،  را  آتی  در هاي  صدا 
اساسی جوامع و کشورها است. در این راستا، هاي آورده، از اولویت
شود، چرا که  اي را شامل میاهمیّت ویژه WWTP کنترل عملکرد

آن در  شده  تصفیه  پساب  قرار عموماً  مجدد  استفاده  مورد  ها، 
-ها، میسازي، تجزیه و تحلیل عدم قطعیت دادهگیرد. لذا مدل می 

از راه براي آنالیز، پیش تواند یکی  بینی و طراحی کارهاي مناسب 
هاي مورد استفاده براي ها باشد. مدلخانهمناسب عملکرد تصفیه 

بیولوژیکیمدل  بخش  در  فعال  فرآیند لجن  اغلب WWTPسازي   ،
شوند. هاي مفهومی همراه با روابط ریاضی بیان میصورت مدل به

هاي محیط زیستی مبتنی بر فیزیک  سازي ریاضی سیستمدر مدل 
کند. سازي را دشوار میمشکل عمده، کار مدل   له، مواجهه با دوئمس

متغیر تکثر  گزینهاولاً  ازدیاد  باعث  فزونی ها  و  بررسی  مورد  هاي 
باعث   اجزا  بین  پیچیدة  بسیار  روابط  ثانیاً  شده،  متغیرها  تعداد 

می مدل  دقت  کاهش  و  خطا  ایجاد  و  تحلیل  شود. دشواري 
-صورت یک جانبه، فیزیک واقعی پدیده را نمیهب ODE   معادلات

نظر  ها صرفعلمی تفسیر کرده و از عدم قطعیت  صورتبهوانند  ت
عدم لحاظ عدم  در اثر این رویکرد کنند. بنابراین مشکل دیگر، می
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- دست آمده خواهد بود. در نتیجه شبیهههاي ب ها در جوابقطعیت
باید مورد دقتسازي سنجی قرارداده یا لازم هاي عددي را اغلب 
-گیريهاي مادي با اندازههاي ریاضی را بر اساس مدل مدل است  
  ). Streeter ، 1978و  Wylie( کردتنظیم  1پروتوتیپ هاي 

سازي ریاضی عموماً به دو گروه عمده نگرش فیزیکی برپایه  مدل     
شوند،  معادلات ریاضی جعبه سفید و نگرش جعبه سیاه تقسیم می

مدل  به  باید  راستا  این  در  مدلکه  به  موسوم  بینابینی  هاي هاي 
منظور برآورد خروجی  تفهیمی نیز اشاره کرد. در نگرش فیزیکی به

ساختار  سیستم،  ورودي  به  توجه  عموماً  مشخص،  سیستم  یک 
ناپذیر  سیستم و قوانین فیزیکی، بدون شرایط اولیه و مرزي اجتناب

هاي ریاضی مبتنی بر نگرش فیزیکی که براي  باشد. اکثر مدلمی
می کار  به  مسائلی  چنین  دادهحل  به  نیازي  چند  هر  هاي روند، 

یکی هاي فیزآوري وسیع دادهندارند، با مشکل جمع  زمانی زیادي
می که  هستند  در مواجه  باشند.  قطعیت  عدم  به  معروض  توانند 

 ODE نگرش جعبه سفید عموماً جهت تحلیل سیستم، معادلات

توان کردن عدم قطعیت میکارآیی لازم را دارند لیکن براي لحاظ 
  ). Georgakakos ، 1991و  Kabouris( گرفتبهره  SDEاز

با        شود،  گرفته  نظر  در  معلوم  پدیده  بر  حاکم  معادلات  اگر 
می واقعی،  وضعیت  از  عددي  مدل  شبیهساختن  با  سازي توان 

را شبیه پروتوتیپ  تحلیل ریاضی، وضعیت  براي  مثلاً  سازي کرد. 
لجن فعال از موازنه قانون بقاي جرم در قسمت ورودي و خروجی 

بیولوژیکی می WWTP بخش  معادلات استفاده  ماهیّت  که  شود 
 است WWTP در طراحی ODE حاکم بر فرآیند از جنس معادلات

)Metcalf ، 2003 ؛Sin ؛ 2009 ، و همکارانLin ، 2014 .(  
با فرآیند لجن فعال      از حذف   ترکیبی)  ASP( تصفیه فاضلاب 

با  کاتیون بررسی  قابل  و  بیولوژیکی  و  شیمیایی  مکانیکی،  هاي 
، Mauritsson(   باشدهاي ناپیوسته میمعادلات غیرخطی با راه حل

مدل   ).2013 کنار  مدلدر  و  مسأله  فیزیک  بر  مبتنی  هاي هاي 
شبیه و  طراحی  زمینه  در  تحقیقاتی  پدیدهمادي،  هاي سازي 

روي  در ریاضیات پیشرفته  معادلات حاکم  از  استفاده  با  فیزیکی 
مدل  بهبود  جهت  استوکاستیک  حوزه فضاهاي  موضوعات  سازي 

با در نظرگیري عدم قطعیت ها در مهندسی آب و محیط زیست 
همین و  پدیدهفرآیند  بودن  استوکاستیک  از طور  استفاده  و  ها 

استوکاستیک است)SDE(  معادلات  یافته  انجام   ،  )Dexter   و
معادلات).  2016  ، همکاران و   SDE از  تحلیل   سازيمدل براي 

است استفاده شده  مختلفی  و   Soto  ؛Beck  ،1978(  فرآیندهاي 
Infante ، 2019 ؛Browning 2020 ، و همکاران .(  

     Harris  )1977(   به فردترین تحقیقات را در یکی از منحصر 
با سیستم   WWTP زمینه استفاده از معادلات استوکاستیک براي

روز متوالی) و با استفاده  دو هاي روزانه (حداکثرلجن فعال با داده
  .از معادلات اویلر به انجام رسانده است

 
1. Prototype 

Harris  )1977(   مقادیر حذف  و  دبی  نمودن  اعمال  ثابت  براي 
تصفیه ورودي  در  تثبیتاستوکاستیک،  حوضچه  یک  کننده خانه 

مقادیر عددي مورد سازي، اکثر پارامترها و  لحاظ نمود و جهت ساده
صورت یک عدد ثابت در نظر گرفت. هسازي را ب استفاده در شبیه

نشان چشمنتایج  تفاوت  میزاندهنده  در  و BOD گیر   محاسباتی 
BOD  مقادیر اما  بود،  و DO مشاهداتی  مشاهداتی  DO محاسباتی 

نرخ   متوسط  تناوب  مذکور  مطالعه  در  داشتند.  ناچیزي  تفاوت 
بین   BOD )% در نظر گرفته شده و غلظت150تا  50جریان بین (

باعث ایجاد خطا  درصد   )250تا   10( متغیر بوده که این فرضیات 
  . در بار ورودي گردید

براي تحلیل حرکت براونی   SDEحاضر از معادلات   در مطالعه     
عدم اعمال  با  لجن  قطعیتهمزمان  فیزیکی  روند  در  دخیل  هاي 

تصفیه تبریز  فعال  هاي مشاهداتی در طی استفاده شد. دادهخانه 
هاي محاسباتی مقایسه گردید و اي، با دادهیک بازه زمانی دو هفته

معادلات   بهینه  ضرایب  پایان  این   SDEدر  کاربرد  استخراج شد. 
تحلیل عدم در  بار  اولین  براي  به  روش  فعال  بخش لجن  قطعیت 

شود که در آن یک مدل عنوان نوآوري تحقیق حاضر محسوب می
گیري هاي واقعی و اندازهبراي بررسی داده SDEوینر با استفاده از 

رصد  جهت  فعال  لجن  بیولوژیکی  بخش  آلایندة  پارامترهاي 
هاي قطعیتبا رویکرد تحلیل عدم  Qو    BODتغییرات کوتاه مدت  

  موجود در بخش رآکتور بیولوژیکی، ارائه شده است.
  
  هامواد و روش  -2

آلایندگی       روي شاخص  قطعیت  عدم  بررسی  تحقیق  این  در 
BOD    تغییرات میزان  بیولوژیکی    Qو  بخش  شهر   WWTPبراي 

بر پایه سیستم لجن فعال   WWTPتبریز انجام یافت. طراحی این  
-2020هاي استخراجی از سال (انجام یافته است. براي آنالیز داده

روزه مورد استفاده قرار   15با بازه زمانی    SDE) و معادلات  2019
کار برده شد همارویاما ب  -، روش اویلرݐ̂ܫگرفت. براي حل انتگرال 

هاي مشاهداتی استخراج و با داده  SDEسپس ضرایب ثابت بهینه  
روش  ادامه  در  گرفت.  قرار  مقایسه  به مورد  استفاده  مورد  هاي 

  تفصیل شرح داده شده است. 
  

  ها منطقه مورد مطالعاتی و داده -1-2
قرارگیري        فاصله چهار کیلومتري غرب   WWTPموقعیت  در 

-شهر تبریز در اراضی روستاي قراملک، ضلع جنوبی رودخانه آجی
باشد. نحوه عملکرد و جانمایی ترین نقطه شهر میچاي و در پائین

  ) نشان داده شده است.1خانه فاضلاب شهر تبریز در شکل (تصفیه
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  خانه فاضلاب شهر تبریز موقعیت مکانی و دیاگرام عملکرد تصفیه  -1شکل 

  
تبریز شامل دو مرحله اولیه (تصفیه فیزیکی) و   WWTPسیستم       

نهایتاً گندزدائی می بیولوژیکی) و  باشد. متوسط دبی  ثانویه (تصفیه 
مترمکعب    1/ 5و    15/1  ترتیبخانه بهسالیانه فاضلاب و طراحی تصفیه

اي در روزهاي بارانی و خشک  باشند. حداکثر دبی لحظهدرثانیه می
و مواد معلق   BOD5مترمکعب در ثانیه و غلظت   2/ 5و    8/3ترتیب  به

بار آلودگی میلی   350  و  250ترتیبفاضلاب ورودي به گرم در لیتر، 
BOD5  مواد به  و  ورودي  فاضلاب    45360و  32400  ترتیبمعلق 

هاي آلایندگی در  باشند. اطلاعات آماري شاخصکیلوگرم در روز می 
  اند. ) نشان داده شده1جدول (

  
  خانه تبریز اطلاعات آماري پارامترهاي آلایندگی تصفیه  -1دول ج

  پارامتر   توضیحات   واحد   بیشینه مقدار   کمینه مقدار   میانگین   انحراف معیار 

 p୧୬  محلول  هیدروژن یون غلظت میزان  -  61/8  7/ 29  8/ 05  0/ 19
6/4  3/24  13  69  mg

Lൗ  BOD  نشینی ثانویه خروجی از ته  BODୣ 

4/10  4/181  140  200  mg
Lൗ  

BOD  خانه در روز قبل و ورودي به تصفیه
−BOD୧୬ (t  نشینی اولیه خروجی از ته  1) 

8/22  3/288  160  320  mg
Lൗ  BOD  خانه ورودي به تصفیه  BOD୧୬ 

01 /22  16/479  17 /362  67/516  mg
Lൗ  COD  خانهورودي به تصفیه  COD୧୬ 

151/0  61/0  0  5/1  mg
Lൗ  SS୧୬  خانه معلق ورودي به تصفیه  جامد مواد 

64/14  40 /296  234  33 /336  mg
Lൗ  

معلق در فاضلاب در ورودي   جامد مواد مجموع
 TSS୧୬  خانهتصفیه 

04 /15  13 /191  5/140  33 /235  mg
Lൗ  VSS୧୬  خانهورودي تصفیه در  فرار معلق جامدات 

35/64  34 /936  83 /779  83 /1366  ppm خانهمحلول در ورودي تصفیه  جامدات کل  TDS୧୬ 
 T୧୬  خانه تصفیه  دماي فاضلاب ورودي ℃  5/26  2/12  21/ 04  2/ 97

5/147  48 /2273  1138  2870  mg
Lൗ  MLSS  هوادهی  مخزن در معلق جامدات کل مقدار 

76/280  23 /1550  824  2320  μSiemens
cmൗ  ECinf  خانهتصفیه  الکتریکی ورودي هدایت 

در کنترل کیفیت پساب   ܳو تغییرات   BODعلت اهمیت پارامتر به     
طور ها نسبت به سایر پارامترها و همینفاضلابی و ثبت دقیق این داده

معادلات   به  تبدیل  قابل  که  فعال  لجن  بخش  معادلات    SDEماهیت 
سازي در  عنوان پارامترهاي هدف در مدلباشند، این دو پارامتر بهمی

اندازه گرفته شدند.  دادهنظر  برپایه  گیري  آزمایشگاهی  در   BODهاي 
  کار رفتند. هسازي ب مدل 

خانه طی بازه  نمودار رفتار تغییرات دبی ورودي و خروجی به تصفیه     
) نشان داده شده است. تحقیق 2)، در شکل (2019- 2020ساله (یک
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تبدیل   و  استخراج  اول  بخش  است.  بخش کلی  دو  از  حاضر متشکل 
معادلات لجن فعال به فرم معادلات دیفرانسیل استوکاستیک با استفاده 

خانه و بخش دوم حل عددي این معادلات با از مفاهیم طراحی تصفیه 
که  باشد. با توجه به اینمارویاما می  -و روش اویلر  ݐ̂ܫاستفاده از انتگرال  

فعال می  WWTPعملکرد   لجن  پایه  بر  معادلات طراحی تبریز  باشد، 
است. در صورت نیاز  مبتنی بر لجن فعال در بخش پیوست ذکر شده  

می اضافی  توضیحات  هشتم  به  و  چهارم  فصول  به    Metcalfتوان 
  . ) مراجعه کرد2003(
می      را  فعال  لجن  فرآیند  رفتار  با  عموماً  کرد   ODEتوان  تحلیل 
)Kabouris    وGeorgakakos،  1991  اما بررسی عدم قطعیت براي ،(

با   بیولوژیکی  تصفیه  بخش  آلایندگی  شک دون  ب   EDSپارامترهاي 
خواهد بود. بنابراین در این مقاله براي بررسی تأثیر    EDOتکمیل کننده  
هاي مربوط به بخش لجن فعال و پارامترهاي بیولوژیکی عدم قطعیت

  EDSاستفاده شد. براي حل معادلات    EDSخروجی یا داخل سیستم، از  
-روش گسستهصورت تحلیلی، با اتکا بهو تشریح فازهاي احتمالاتی به

اویلر ساز در حضور مقادیر عدم قطعیت   ݐ̂ܫماریاما و فرآیند    -سازي 
گام اولین  سفید  نویز  و  وینر  توسطچون  تحقیقاتی    Serrano  هاي 

آغاز گردید.  )1990(

 

 
  ࢌࢌࢋࡽ، ب)  ࡽالف)  :خانهنوسانات روزانه جریان فاضلاب در تصفیه -2کل ش

  
  ها با استفاده از سازيبا معرفی راهکارهاي مؤثر و نوین در مدل      

EDS  توسط  Särkkä   )2006(    یافته تعمیم  تحلیلی  روش   ݐ̂ܫو 
معادلات   حل  توسط براي  اول  مرتبه  خطی    استوکاستیک 

Richardson  )2009(    وEvans   )2012(  ،   عددي  مدل سازي 

بازه در  وینر  دادهفرآیند  پراکندگی  و  مختلف  زمانی  هاي  هاي 
ب صورت تکبه  EDSمشخص در   - هبعدي و تحلیل حرکت براونی 

  سازي و حل عددي انجام شده است.ورت گسستهص

https://doi.org/10.22034/CEEJ.2023.54692.2211
mailto:nourani@tabrizu.ac.ir
mailto:reza800sh@yahoo.com
mailto:m.dini@azaruniv.ac.ir
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     Higham  )2001  (،   الگوریتم عددي احتمالاتی معرفی کرد که
اي استوکاستیک اویلر و در نظر گرفتن  از روش زنجیرهبا استفاده  

قوي، جوابهمگرایی و  ضعیف  تقریبهاي  روش  براي  هاي  هایی 
به  -اویلر میلیشتاین  و  حل ماریاما  به  اقدام  سپس  آورد  دست 

معادلات ساده دیفرانسیل غیرخطی کرد، ولی از آنجایی که بیشتر 
معادلات   از دسته  مهندسی  بر مسائل  دیفرانسیل حاکم  معادلات 

هاي معرفی شده قادر به توجیه باشند مدلغیرخطی و جزئی می
 ). Hesthave، 2005و  Xiuاکثر مسائل مهندسی نخواهد بود (

) نمایش داده  3صورت شماتیک در شکل (همراحل محاسباتی ب      
و  تحقیق  این  پیوست  بخش  در  تکمیلی  اطلاعات  است.  شده 

(   Erfanian  توسطاي که  مطالعه یافته،  2016و همکاران  انجام   (
. باشدقابل دسترسی می

 
  EDSدیاگرام حل معادلات  -3 کلش

  
  حاکم بر لجن فعال  SDEاستخراج   -2-2
-) برنامه4(   تا)  1محاسبات لجن فعال بر پایه چهار معادله اساسی (      

  ). Metcalf ،2003(شود مییزي ر

)1 (  ∀
ࣲ݀
ݐ݀ = ܵ)ݕܳ − ܵ) +ܳ௪ ௨ࣲ + ݇ௗ∀ࣲ 

اصطلاح   ن یا(  ضریب بازده سلولی که به طبیعت سوبسترا  ݕکه  طوريهب 
 شوند ویم   هیتجز  یکیولوژیب   هیکه در طول تصف  يو مغذ   یبه مواد آل

 يشود. برایرا محدود کنند اطلاق م  یکیولوژیب   هیممکن است تصف  ای
آل مواد  ط   یکربن  یمثال،   یکیولوژیب   ه یتصف  یموجود در فاضلاب که 

ثابت خودخوري    ௗ݇، نوع لجن فعال و دما بستگی دارد.  )شوندیم  هیتجز
نشان زیستکه  کاهش  میدهنده  سیستم  درون  (عکس تودة  باشد 
ازاء هر واحد  وزن توده بیولوژیکی است که به ௗ݇عبارت دیگر هزمان)، ب 

واحد   در  بیولوژیکی  توده  می وزن  بین  از  دوم زمان  مرحله  در  رود. 
) رابطه  از  بیولوژیکی  تصفیه  واحد  حجم  یا  ظرفیت  )  2محاسباتی 

  شود. محاسبه می

)2 (  ݂݅ ܳ = =∀⟹ ݁ݐܿ ݐ × ܳ 

دبی متوسط روزانه (مترمکعب بر  Qزمان ماند هیدرولیکی (روز)،  tکه 
  . زمان ))پ-1(است (شکل  حجم تانک یا راکتور (مترمکعب)    ∀روز) و  

-ماند متوسط سلول، یک معیار طراحی بسیار مهم براي میکروارگانیسم
بیولوژیکی می راکتور  داخل  (هاي  رابطه  از  و  استخراج 3باشد  قابل   (

  است. 

ߠ  ) 3( =  
ࣲ∀
ܳ௪ ௨ࣲ
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هاي زمان ماند متوسط سلول باید بیشتر از زمان تولید بیشینه باکتري
هاي بیولوژیکی توده یا همان لختهدرون سیستم باشد تا از فرار زیست

بخش  در  پیوستگی  معادله  جلوگیري شود.  جریان خروجی  با  همراه 
  : شود) را سبب می4راکتور بیولوژیکی با فرض دبی ثابت معادله (

در آن   ܳ)که  + ܳோ)ࣲ    بیولوژیکی ورودي و ௪ܳ)توده  + ܳோ)ࣲ௨   توده
݃݉ ቀباشند  بیولوژیکی خروجی می ൗݐ݈݅ ቁبه معلومات  همراه مجهولات . 

) ذکر گردیده است.  2مطرح در معادلات مذکور در جدول ( 
  

  معلومات و مجهولات در معادلات طراحی لجن فعال  -2 دولج
   ورودي  هايداده  مدل یخروج

  غلظت
  سوبستراي
 خروجی

  فاضلاب  دبی
  ورودي 

  فاضلاب  دبی
 برگشتی 

  فاضلاب  دبی
  از خروجی

 سیستم 

  غلظت
  سوبستراي

 ورودي 

  غلظت
 زیست
  توده 

  غلظت
 تودهزیست

 برگشتی 

 ضریب
  بازده
  سلولی 

 ثابت
 خودخوري 

 حجم
  توصیف   رآکتور

eS Q  RQ  WQ  0S  X  uX  y kୢ ∀ ر یمتغ  
mg/lit  m/3day  m/3day  m/3day  mg/lit  mg/lit  mg/lit  − day1-  m3   واحد  

  
توان گفت هدف پژوهش حاضر بندي مطالب مقدماتی می با جمع     

و تبدیل آن به فرم    effBODو    effQ) براي  1استخراج فرم وینر معادله (
هاي مشاهداتی بود. در  استوکاستیک و مقایسه نتایج محاسباتی با داده

سازي ثابت هاي جعبه سفید، پارامترها در محاسبات جهت سادهآنالیز
دیگر به مسأله پرداخته شده  اي  گردند. در این تحقیق از زاویه فرض می

قطعیت به عدم  توجه  با  فعال  معادلات لجن  اول  در گام  در است.  ها 
اویلر فرم  و  استوکاستیک  یعنی   -حالت  دوم  و گام  استخراج  مارویاما 
براي   مربوطه  تحلیلی  ب   15کدهاي  سال  هروز  طی  در  رندوم  صورت 

سازي و نتایج در پایان گزارش گردید. با توجه به  ) پیاده2020-2019(
هاي زمانی آنی  وجود عدم قطعیت در فیزیک پدیده، تغییرات براي گام 

داده برداشت  تغییرات و  این  شد.  لحاظ  محاسبات  در  روزانه  هاي 
  استوکاستیک از سه دیدگاه قابل بررسی هستند: 

 براي  ا قطعیت  عدم  روي   ܦܱܤو    ܳثرات  آن  تأثیر  و 
لجن   و ،  (ࣲ)غلظت  آب  تغییرات  اثر  در  است  ممکن  که 

هوایی و بارش میزان دبی ورودي متغیر بوده در نتیجه این  
فاضلاب گردد یا   BODپدیدة همزمان، باعث کاهش میزان  

تغییرات الگوي مصرف در برخی از فصول سال باعث افزایش 
  یا کاهش این پارامترها شود.

 ها  دم قطعیت پارامترهاي دخیل در رفتار میکروارگانیسمع
هاي گذشته بر این مقادیر تغییرات و تأثیر داده  ௗ݇, ݕیعنی  

ومیر براي جمعیت در هر روز، هاي زاد و ولد و مرگ شاخص
گذارند که نوسانات  می  ௗ݇, ݕتأثیر مستقیم بر پارامترهاي  

ب  شده  قطعیتهایجاد  عدم  نتیجه  بررسی عنوان  قابل  ها 
 هستند. 

 خود  ع یا  در خروجی  قطعیت  در دم  که  جریانی  سیستم. 
- طول ساعات معینی از روز به مقادیر بیشینه و کمینه می

رسد و براي دوره زمانی از یک هفته تا یک ماه در طی یک  
ماند، تأثیر قابل توجهی بر  سال، مقادیر تقریباً ثابت باقی می

 گذارد. میزان پارامترهاي دخیل در بخش لجن فعال می

ر این اساس در این مقاله به بررسی عدم قطعیت در خروجی و خود  ب 
-سیستم پرداخته شده است. در این حالت دو فرض اصلی مطرح می

می لجن  حجم  مورد  در  اول  فرض  میزان باشد.  با  لجن  حجم  باشد. 
  افزایش لجن متناسب است یعنی:

)5 ( ൬
ݔ݀
ݐ݀ ∝ ܺ൰⟹

ݔ݀
ݐ݀ = ݇ௗܺ  

⟹ ݔ݀ = ܺ௧ାଵ −ܺ௧ 

به  ݔ݀که  طوريهب  تولیدي  نشان میلجن  را  دهد.  ازاي غذاي مصرفی 
میکروارگانیسم تغیرات غذاي  مورد  در  دوم،  ب فرض  بود،  - هها خواهد 

در میزانطوري تغییرات  ایجاد  باعث  نوسانات  این  شود، میDOB   که 
 یعنی: 

)6(  ൬
݀ܵ
ݐ݀ ∝ ܵ൰    ⟹    

݀ܵ
ݐ݀ =  ݔݍ− 

ௗ௫کند. نسبت دو رابطه  تغییرات غلظت لجن را مشخص می  ܵ݀که  
ௗ௧

به    
ௗௌ
ௗ௧

 دهد. ) را نتیجه می7، رابطه (

ݔ݀  ) 7( = ݕ ×  ݏ݀

بقاي قانون  به  توجه  با  ( حال  روابط  فرضیات،  و  ( 8جرم  و  نتیجه 9)   (
 شوند: می

)8 (  ܸ
(ݐ)ݏ݀
ݐ݀ = ܳܵ(ݐ)− ܳܵ(ݐ)−ܸݍ(ݐ)ݔ 

)9 (  ܸ
(ݐ)ݔ݀
ݐ݀ = ܳܺ(ݐ)−ܳ௪ܺ௨ − ݇ௗܸݔ 

  
ܳکه وريــطهب         رمــج   (ݐ)ܵܳجرم ورودي به سیستم،   (ݐ)0ܵ

در مرحله   0ܺجرم ورودي به سیستم است.    (ݐ)0ܺܳخروجی از سیستم،  
به   است.    WWTPورودي  صفر  از   ௪ܺ௨ܳبرابر  خروجی  جرم  بیانگر 

بود.   خواهد  منفی  ماهیت جمله  پس  بوده  جمله   ݔௗܸ݇سیستم  نیز 
مقادیر مجهول،  (ݐ)ݔو  (ݐ)ܵ)، 9) و ( 8باشد. در معادلات (راکتور می

)4 (  (ܳ + ܳோ)ࣲ = (ܳ௪ + ܳோ) ௨ࣲ 



136-123)،1403(تابستان  2، شماره 54مهندسی عمران و محیط زیست، جلد  و. نورانی و همکاران /  نشریه   

  
  

129 

مقدار    ܵکند.  را مشخص می  ܦܱܤمیزان    (ݐ)ܵمیزان لجن و    (ݐ)ݔ
زیست   محیط  سازمان  استانداردهاي  اساس  بر  که  است  محدودي 

بر اساس مقدار  مشخص می   ܵشود. هدف طراحی، تنظیم پارامترها 
 و ܵخانه را بر اساس توان طراحی تصفیه صورت میخواهد بود. در این

X    ܵانجام داد. با ارائه مقادیر اولیه براي روند حل مسأله شروع و با ،
نتیجه مناسب قابل تغییر می -مقایسه آستانه مجاز پارامترها تا اخذ 

جا مانده با مقداري مشخص است.  ه، ناشی از غلظت لجن ب ݑܺباشند.  
بر اساس   نمودن معادلات  نهایی استوکاستیک  (یا همان   ܵو    Qگام 

BODاین در  متغیرند،  زمان  به  نسبت  پارامترها  است.  صورت سري  ) 
-را تشکیل و معادلات قابل حل می ܵو   Qهاي مشاهداتی  زمانی داده

مارویاما و استفاده از حرکت براونی   -گیري از روش اویلروند. با بهرهش
هندسی با توزیع لوگ نرمال، معادلات استوکاستیک شده براي تغییرات 

  گردند: ) حاصل می11) و ( 10صورت روابط (هدبی و غلظت لجن ب 
  
)10 (  ݀ܳ = ܽଵ( തܳ − ܳ௧)݀ݐ+ ଵܿߪொඥܳ௧݀ ଵܹ   

)11 (  ݀ܵ = ܽଶ(ܵ̅ − ܵ)݀ݐ+ ܿଶߪௌబඥܵ݀ ଶܹ 

  
در  ک متوسط،    തܳ  هاآنه  داده  BOD،  ̅ܵدبی  برحسب  هاي متوسط 

ترتیب مقادیر دبی  هب   ܵو    ௧ܳمشاهداتی و جزو معلومات مسأله هستند.  
݀،  tدر لحظه    DOBو   ܹ   به شکل استوکاستیک  متغیرهاي مستقل 

با میانگین    (0,1)ܰݐߜ√ نرمال  با تابع توزیع لوگ  براونی  براي حرکت 
-هاي عددي میثابت 1a ،2a ،1c ،2c صفر و انحراف معیار یک هستند.

 ߪشوند و اشند که مقدار بهینه این ضرایب با آزمون و خطا حاصل میب 
دست آوردن اطلاعات  ههاي مشاهداتی است. براي ب انحراف معیار داده

) در بخش پیوست این مقاله مراجعه 4-) و (پ3- تکمیلی به روابط (پ
  گردد. 

  
 نتایج و بحث  -3

  براي دبی SDEسازي نتایج مدل  -1-3
هاي  علت الگوي مصرف در زماننوسانات حاکم بر جریان ورودي، به     

مختلف یکی از پارامترهاي مدنظر براي اعمال میزان عدم قطعیت بود. 
کننده   تثبیت  معیار  جریانوجود  اجازه  مواقع  جریان  در  آشفته  هاي 

خانه نداده و مانع ایجاد نوسانات بیشتر از  سیلابی یا بارش را به تصفیه
شود. این مشخصه، باعث اعمال بار فاضلاب ورودي  یک بازة مشخص می

- شود. در چنین حالتی، عدم قطعیتخانه میدر حدي معین به تصفیه
هاي سطحی و یا سایر عوامل، در فواصل  باهاي حاصل از وجود روان 

گیري  زمانی مشخص براي بارهاي بیش از حد طراحی غیرقابل اندازه
بنابراین ضرایب عددي   است. بوده  مقادیر دبی ورودي، همواره مثبت 

) زمانی  10رابطۀ  سري  هفته  دو  طی  که  شدند  تعیین  طوري   ،(
شند.  هاي مشاهداتی داشته بامحاسباتی بیشترین همپوشانی را با داده

iw  ܽها و  سازي عدم قطعیتها فرآیند وینر براي مدل  , ܿ   ها بردار و
سرعت جریان و میزان حجم لجن  توابع ماتریسی هستند که وابسته به

ثابتو   استوکیومتري  1بیولوژیکی سینتیکی هاي  در کل  معنی   2و  (به 
  ی است که با روابط کمّ  یم یاز علم ش  ياعنصر بوده و شاخه  يریگاندازه 

سر و کار   ییایمیش يهامواد مرکب در واکنش لیعناصر در تشک انیم
پایه مدل   ،دارد بر  انجام شده،  مطالعه  اساس  اما  فاضلاب هستند.  در 

از   عناصر دیگر    WWTPواقعی  میان  از روابط کمّی  و    نظر صرفبوده 
هاي مشاهداتی  اي که با دادهسازي در مقایسهشده است. نتایج این مدل
بهینه معادلات استوکاستیک 3انجام یافته در جدول ( براي ضرایب   (

  اند. در طی پانزده روز نشان داده شده
داده      سال  انتخاب  به  متعلق  متوالی  روز  پانزده  از  مشاهداتی  هاي 
صورت استوکاستیک انجام شد. با استفاده از آزمون ه) ب 2020-2019(

- اي برآورد گردیدند که نمونه ¬و خطا ضرایب با کمترین خطاي مقایسه
) نشان داده شده  4اي در شکل ( اي از نتایج در قالب نمودارهاي مقایسه

اویلر  است. روش  از  استفاده  با  مربوطه  آنالیزهاي  انجام  مارویاما    -با 
پیش دادهمقادیر  به  نسبت  اختلاف  کمترین  با  مشاهداتی  بینی  هاي 

است با توجه به توسعه مقادیر استوکاستیک  انتخاب گردید. آنچه مسلم  
زمانی  رفتن  جلو  با  براونی،  حرکت  ماهیت  و  احتمالاتی  فضاي  در 

ب  بود. ضرایب  بیشتر خواهد  نیز  افزایش خطا  امکان  دست همحاسبات 
براي   بهینه  SDEآمده  پیشدر  مقادیر  براي  حالت  در ترین  بینی 

در گام ارقام  تنوع  در  تحلیل  اساسی  نکته  اعمال شد.  هاي  محاسبات 
زمانی براي هر داده بود، چرا که در هر بار اجراي برنامه نتایج نسبت به  

دست آمده ههاي ب دفعات بعدي متغیر بوده و ایجاد همگرایی در جواب
بازه محاسبات براي  زمان  شدن  طولانی  باعث  بلندمدت  زمانی  هاي 

تحقیق   هاي روش ارائه شده در اینگردید که این مورد از محدودیت
  آید. حساب میبه
  

 
 
  
  
 
 
 
 
 

 
1. Kinetics 2. Stoichiometry 
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  خانه فاضلاب ضرایب بهینه معادلات استوکاستیک براي دبی خروجی تصفیه  - 3دول ج

ഥࡽ ࢚ࡽidw  ඥ  بینی هاي پیشداده  رایب ثابت ض −  ࢚ࡽ
هاي  داده

  رندوم
 هاي مشاهداتیداده

ቀ

ൗ࢟ࢇࢊ ቁ 

  روز

a1= 0035/0 
c1=0 /0028  

dt = 1×10 -3  [s] 
  

00 /142719  26/0  78 /377  87 /57  188/0  142719  1  
87 /142776  42 /0-  78 /377  57 /85 -  910/0  142691  2  
29 /142689  41 /0  78 /377  70 /89  484/0  142653  3  
00 /142779  04 /0  80 /377  36/10  532/0  142663  4  
35 /142789  32 /0-  84 /377  98/66 -  711/0  142677  5  
38 /142722  08 /0-  83 /377  87 /15 -  694/0  142688  6  
51 /142706  68/0 -  87 /377  5/143 -  119/0  142639  7  
00 /142563  41 /0  78 /377  52 /89  037/0  142649  8  
53 /142652  13 /0-  80 /377  27 /26-  681/0  142604  9  
25 /142626  29 /0  76/377  94/63  322/0  142673  10  
19 /142690  12 /0  65/377  88 /27  367/0  142719  11  
08 /142718  11 /0-  62/377  33 /22 -  931/0  142667  12  
74 /142695  02 /0-  64/377  83 /2-  390/0  142555  13  
91 /142692  28 /0  68/377  83 /2-  908/0  142694  14  
81 /142754  06/0 -  75 /377  33 /10 -  019/0  142611  15  
48 /142744  29 /0  79 /377  27/65  261/0  142673  16  

ࡽ࣌   =  98/42  
 

 

 
  محاسباتی -هاي مشاهداتیداده براي SDEبا  ࢌࢌࢋࡽ  سازيمدل  -4کل ش

 
  BODبراي   SDEسازي تایج مدل ن -2-3
متغیر  مدل      تصفیه  BODسازي  به  ورودي  فاز  سه  خانه، در 

ته تهخروجی  خروجی  و  اولیه  سال نشینی  براي  ثانویه  نشینی 
ب )  2020-2019( صورت هصورت گرفت. دامنه نوسانی هر متغیر 

براي داده براي این سه بخش که  نمودار خطی  هاي در دسترس 
بیولوژیکی تصفیه )  5کند، در شکل (خانه را مشخص میعملکرد 

است. داده شده  معنی   نشان  ارتباط  ایجاد  دادهبراي  بین  هاي  دار 
، 1it+  تا  itورودي و مقادیر حاصل از حرکت براونی بین گام زمانی  

) توسط آزمون و خطا مشخص و نتایج 11ضرایب عددي معادله (
  ) ارائه شدند. 4در جدول ( 
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  خانه فاضلاب در سه فاز مختلف از تصفیه BODنوسانات متغیر  -5کل ش

  
 خانه فاضلاب تصفیه effBOD ضرایب بهینه معادلات استوکاستیک براي -4دول ج

بینی هاي پیشداده ضرایب ثابت   dwi ඥࡿ ࢚ࡿഥ −  ࢚ࡿ
هاي  داده

 رندوم
هاي مشاهداتیداده   

ቀ

ൗ࢟ࢇࢊ ቁ 

 روز

a1 = 0/005 
c1 = 0/7 

dt = 1×10 -3 [s] 
 

000/24  338/0 -  8990/4  9375/0 -  511/0  24 1 
893/20  000/0  8541/4  5002/0 -  307/0  23 2 
014/21  110/0  8059/4  0346 /0 -  618/0  24 3 
058/22  343/0 -  8195/4  1654 /0 -  584/0  25 4 
161/19  267/0  8307/4  2729/0 -  350/0  22 5 
316/21  300/0 -  8919/4  8680 /0 -  577/0  23 6 
882/18  029/0 -  7662/4  3462 /0  761/0  21 7 
776/18  677/0  7857/4  1595/0  966/0  23 8 
968/23  090/0  7279/4  7090/0  481/0  22 9 
969/24  213/0  7236 /4  7498/0  655/0  23 10 
238/27  020/0 -  7071/4  9054/0  534/0  24 11 
179/27  077/0  6924 /4  0441/1  315/0  25 12 
171/28  504/0 -  7444/4  5534/0  653/0  22 13 
653/22  199/0 -  6213 /4  7057/1  998/0  23 14 
980/20  356/0  5676/4  1998/2  394/0  21 15 
089/24  383/0 -  6078 /4  8310/1  740/0  24 16 

࢙࣌      =  24/1         

علت عملکرد مناسب لجن فعال در بحث تصفیه فاضلاب و هب      
دفع پسماند، در جهت بهبود کیفیّت فاضلاب تصفیه شده، رصد و 
برخوردار  از اهمیت بسزائی  بخش  تثبیت متغیرهاي فیزیکی این 

را   آلودگی  کنترل  مسأله  بنابراین  کمینه  میاست.  هدف  با  توان 
استوکاستیک   براي یک پدیده کاملاً  نمودن خطاهاي محاسباتی 

هاي ریاضی درآورده و در قالب همانند لجن فعال به شکل فرمول

قطعیت عدم  با  فیزیکی  فرآیند  ب یک  مختلف  مدل ههاي  صورت 
) در 7ها جهت آنالیز معادله (مفهومی تجزیه و تحلیل کرد. داده

روز   15در مدت  ܦܱܤمتغیر ) براي 2019-2020بازة زمانی (
انتخاب رندوم ولی هم با  با  متوالی  نتایج   شد.  انتخاب  ܳراستا 

-اي براي دادهورت نمودار مقایسه صه)، ب 6مدل منتخب در شکل (
  اي محاسباتی و مشاهداتی ارائه گردیده است. ه
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  محاسباتی  -هاي مشاهداتیداده براي SDEبا  ࢌࢌࢋࡰࡻسازي مدل  -6کل ش

 
هاي  هاي غیرخطی، راه حل SDEخصوص  ها، به SDEچون اکثر       

- روشسازي محاسباتی، باید بهتحلیلی ندارند، بنابراین براي شبیه
نسبت به    itسازي، نتایج  هاي عددي متوسل شد. در هنگام مدل

+1it،  به لحاظ ماهیت حرکت براونی وiw   ها، در هر گام متفاوت با
سازي گام بعدي است. هدف رسیدن به تقریب عددي با راه مدل 

هاي مشاهداتی و محاسباتی،  حلی آسان و کمترین خطا بین داده
نتایج به راستا  این  در  است.  بهینه  ثابت  ضرایب  انتخاب  همراه 

- مارویاما در اندازه گام -تحلیلی نشان دهنده همگرایی روش اویلر
هاي کوچک زمانی است. نوسانات ریز معمول در بررسی معادلات  

SDE  نمی مشاهده  پدیده  عملاً  یک  فعال  لجن  فرآیند  زیرا  شود، 
نویزهاي فرآیند وینر  باعث حذف  فیزیکی ماکرو شمرده شده که 

مدلمی تئوريگردد.  اساس  بر  یافته  توسعه  عنوان  به  SDE  هاي 
نویزدار یکپارچه دو نقش اساسی دارند. اول آنمدل باید هاي  که 

اطمینان حاصل کرد که فرآیند حل، ماهیّت مارکوفی داشته باشد، 
دست  هوابسته باشد. ثانیاً دسته جواب ب   iS  به  1i+S  کهترتیب  بدین

گسترده کلاس  به  باید  مارتینگلآمده  از  نظرکه    4ها اي    هیدر 
  ی که در زمان   کیاستوکاست  ریمتغ  تینهایاز ب   اياحتمالات دنباله
با مقدار مشاهده  برابر است  يمقدار بعد یاضیر  دیدلخواه از آن، ام

می  کنونی  ةشد شامل  محسن  یلقمان   د ی(بر  شودرا   ،مقدمیو 
کند فرآیند حل داراي  تعلق داشته باشند که تضمین می،  )1383
باشد. اساس کار بر  هاي حرکت براونی و یا فرآیند وینر میویژگی

مدل  می پایه  که  است  استوکاستیک  فرآیند  ماهیت  با  تواند هایی 
مرتبه   ODE  هاي مبتنی بر معادلاتکمکی شایسته به توسعه مدل 

اول خطی بکند که براي تجزیه و تحلیل معادلات بخش لجن فعال  
 

4. Martingale 

WWTP    شکل میاستفاده ابتدا  منظور  این  براي  شوند. 
 effBOD  و  effQ  استوکاستیک معادلات براي دو پارامتر خروجی یعنی

از سري معادلات خطی بخش لجن فعال استخراج گردیده و سپس  
، براي هر دو مدل تعیین شدند که براي ic و ia ضرایب ثابت بهینه

effQ  مقادیر ادامه    0028/0و    0/ 0035ترتیب  هب   این  در  بودند. 
محاسبه شد.    0/ 7و    005/0ترتیب معادل  هب   effBODضرایب براي  
 tδبندي  سازي، بیشترین همگرایی در نتایج براي گامبراي همگام

یکی از معایب این روش عدم توانائی دست آمد. هب  0/ 001مساوي 
مقیاس در  دقیق  میمحاسبات  بلندمدت  زمانی  علت  هاي  باشد. 

اصلی آن در اعمال خطا در هر دوره زمانی است که انباشت این  
گردد.  سازي میخطاها در بلندمدت منجربه خطاي فاحشی در مدل

هاي زمانی کوتاه مدت توانایی مناسبی جهت  اما این روش در بازه
ها و کنترل تغییرات را دارد.  سمرصد نوسانات و فعالیت میکروارگانی 

نقطه قوت این روش می باشد عدم اعمال عدم  از منظر دیگر که 
هاي موجود در بحث لجن فعال است که خود جاي تأمل  قطعیت

روش می این  با  و  تقسیمدارد  با  زمانتوان  به بندي  هاي طولانی 
روش  تر محاسبات را انجام داد. عملکرد نهائی هاي زمانی کوتاهبازه

زمان با  هم  SDEو    ODEمحاسباتی با استفاده از تحلیل معادلات  
( داده در جدول  نتایج  و  مقایسه  ) گزارش شده  5هاي مشاهداتی 

از   استفاده  و  بخش طراحی  در  روند محاسبات  به  توجه  با  است. 
ODE  متغیر می براي هر  واحد  از  که موجب اخذ خروجی  گردد، 

دادهمتوسط و  گیري  مشاهداتی  براي    15در طی    SDEهاي  روز 
دهنده قرابت  انجام مقایسه نتایج استفاده شد. نتایج به وضوح نشان

  هاي مشاهداتی است. با داده SDEنتایج روش 
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  هاي مشاهداتیبا داده SDEو  ODEهاي محاسباتی مقایسه نتایج تحلیل داده -5دول ج

 ارامتر پ ODEراحی با معادلات ط  روزه 15هاي مشاهداتی یانگین دادهم   SDEباروزه محاسباتی 15هاي یانگین دادهم

834/22  0625 /23  20  [mg/lit] effODB  
5/142707  9/142660  129600  [mg/lit] effQ 

* نفر  612000خانه = جمعیت معادل طراحی براي مدول یک تصفیه   
  

  گیرينتیجه -4
هاي فیزیکی و مهندسی با استفاده از معادلات بسیاري از پدیده     

مدل میدیفرانسیل  عدم  سازي  وجود  است،  بدیهی  آنچه  شود. 
نیاز جهت   افزایش  با  بنابراین امروزه  قطعیت در این موارد است. 
در  قطعیت  از عدم  ناشی  استوکاستیک  نوسانات  اعمال  و  بررسی 

بیشتر مورد توجه  SDEده از ها، تعیین عدم قطعیت و استفا تحلیل
بر    SDEمحققان قرار گرفته است. در این راستا، معادلات   حاکم 

آلایندگی   پارامترهاي  تغییرات  براي  فعال  لجن  و    effQفرآیند 
effBOD  از به بیولوژیکی استخراج شد. در ادامه  عنوان یک فرآیند 

 SDEمارویاما جهت حل عددي انتگرال ایتو حاصل از  -روش اویلر
نتایج   به نوسانات فرآیند لجن فعال استفاده گردید.  و تعمیم آن 

بود   SDEبا    WWTPدهنده امکان بررسی قسمت بیولوژیکی نشان
به ب اما  نتایج  بودن  استوکاستیک  هدف هعلت  با  آمده،  دست 

ها در عنوان بازه بهینه، دادهجلوگیري از ایجاد خطاهاي تجمعی، به
زمان پانزده روزه جهت تعیین متغیرها و ضرایب ثابت در نظر گرفته  

ها موجب ایجاد مقادیر مثبت و منفی   iw  شد. انتخاب استوکاستیک
- براي هر نقطه محاسباتی گردید که باعث نوسانات شدید در نتایج

ب  نقاط ضعف این دست آمده میههاي  شود که این مورد یکی از 
ها تفکیک شدند. نتایج نشان وده و این نتایج از دسته جوابروش ب 

از   استفاده  که  بازه  SDEداد  با براي  همراه  بلندمدت  زمانی  هاي 
-دلیل تغییرات ضرایب ثابت نمیههم ب هاي زمانی نزدیک بهداده

خانه گزینه  تواند نتایج مورد قبول ارائه کند و براي طراحی تصفیه
  مطلوب نخواهد بود. 

آنالیز عددي      نتیجه  با  عامل همراه  قطعیت یک    بررسی عدم 
تواند  می  کند که نتایج آنالیزاست که محدودة مقادیري را معین می 

دهنده سطح اطمینانی است که مقدار داشته باشد و مقدار آن نشان 
گیرد. شده در محدودة تعیین شده، قرار می  گیريواقعی مورد اندازه 

براي بخش لجن    SDEهدف از بررسی اثر عدم قطعیت با استفاده از  
ایجاد نگرشی نو براي کاهش خطاهاي محاسباتی و  WWTPفعال 

میکروارگانیسم عملکرد  براي  کارآیی  روند افزایش  در  است.  ها 
خانه، محاسبات در یک روند خطی ناشی از معمول طراحی تصفیه

مه پیدا  مفروضات اولیه حاصل شده و تا حصول نتیجه مطلوب ادا
کند و نوسانات حاکم بر پدیده فاضلاب از قبیل مواقع بحرانی می

شود. دانش ناقص بارش، رفتار فرهنگی جمعیت نادیده گرفته می
در  اساسی  ایرادات  ورود  موجب  قطعیت  عدم  نتایج  اعمال  براي 

اجرایی پروژهفاکتور احجام  و  بار   WWTPهاي  هاي محاسباتی  و 
بهمالی فزاینده می عنوان مثال عدم محاسبه صحیح ضریب شود. 

(دبی ورودي) در مواقع بحرانی باعث ازدیاد زمان ماند  infQحداقل  
حوض تهدر  و  هاي  حد  از  بیش  هوادهی  سبب  نهایتاً  و  نشینی 

ته لجن  رسیدن  زمان  افزایش  مرحله  متعاقباً  به  شده  نشین 
باعث پدیده شود. این عامل در ادامه مینیتریفیکاسیون می تواند 

ته شدة  فشرده  ذرات  آمدن  (بالا  سطح  نشیرایزینگ  به  شده  ن 
  فاضلاب) و کاهش کیفیت پساب تصفیه شده گردد. 

  effBODو  Qبنابراین استفاده از این روش جهت رصد نوسانات      
و مرگ می نمو  و  رشد  در کنترل  ارگانیسمتواند  میکرو  هاي ومیر 

ته بخش  در  بازهفعال  براي  ثانویه  مدت نشینی  کوتاه  زمانی  هاي 
- ها که هزینهجهت کنترل غلظت مؤثر غذایی این میکرو ارگانیسم

بهره براي  بالائی  بههاي سربار  باشد. لازم  دارد، کارآمد  ذکر بردار 
هاي هاي جعبه سیاه مثل مدلاست که این روش بر خلاف روش

داده از  زیادي  تعداد  نیازمند  که  مصنوعی  مشاهداتی هوش  هاي 
تواند در کوتاه مدت و با تعداد بسیار کمتري براي تحلیل دارند، می 

داده تصفاز  عملکرد  نحوه  سیستم  از  مشاهداتی  در یههاي  خانه 
می پیشنهاد  نماید.  رصد  را  فعال  لجن  توسعۀ بخش  جهت  شود 

صورت همسو و به  SDEهاي حل معادلات  روش آنالیز، سایر روش
هم زمان براي مطالعه لجن فعال مورد استفاده قرار گرفته و نتایج 

 مورد مقایسه قرار گیرند. 
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  «پیوست»
 فرآیند لجن فعال  )1-پ
براي اکسایش  در فرآیند لجن فعال مخلوطی از میکرو ارگانیزم      ها 

مواد آلی موجود در فاضلاب با استفاده از عمل هوادهی و ایجاد اختلاط 
ب  هوادهی  حوض  در  می همناسب  لختهکار  وجود  میکروبی  روند.  هاي 

افزایش راندمان در حوض ته فرآیند لجن فعال شود.  نشینی میباعث 
  پذیرد:در سه بخش اساسی انجام می

-هاي معلق که مسئول تصفیه میراکتور هوادهی با میکرو ارگانیزم  ●
  اشند.ب 
نشینی با وظیفه جداسازي جامدات کلوئیدي و مواد آلی وضچه تهح   ●

  سازي لجن بیولوژیکی. نشینموجود در فاضلاب و ته
سیستم برگشتی براي باز چرخش جامدات تخلیه شده از حوضچه     ●
  . نشینی به راکتورته

- ویژگی مهم فرآیند لجن فعال، تولید جامدات لخته شده قابل ته     
بهن  نشینی حذف  نشینی ثقلی در حوضچه تهوسیله تهشینی است که 

با فرآیندهاي فیزیکی و  می شوند. در بیشتر موارد، فرآیند لجن فعال، 
شیمیایی در تصفیه مقدماتی و اولیه فاضلاب و تصفیۀ نهایی از جمله 

فیلتراسیون به با شروع رشد و تکثیر کار میگندزدایی و احتمالاً  رود. 

ها مقدار بیشتري از ضایعات فاضلاب حذف شده و به  میکرو ارگانیسم
که سیستم گردد. براي اینطور مؤثري تصفیه میاین ترتیب فاضلاب به

به راندمان قابل قبولی برسد لازم است که نسبت مناسب بین تعداد 
ارگانیسم در    هامیکرو  محلول  اکسیژن  کافی  غلظت  و  غذا  میزان  و 

آلی،  مواد  حذف  براي  بیولوژیکی  فرآیندهاي  گردد.  برقرار  سیستم 
محلول کلوئیدي و نیتریفیکاسیون بیولوژیکی و حذف بیولوژیکی فسفر 

ته بخش  در  فعال  فرآیند لجن  نحوه عملکرد  نشینی  ضروري هستند. 
 ௪ܳو    ோܳ،  ܳکه در آن،   )، نشان داده شده است،1-ثانویه در شکل (پ

راکتور  هب  به  برگشتی  فاضلاب  جریان  ورودي،  فاضلاب  جریان  ترتیب 
غلظت   با  سیستم    ௨ࣲبیولوژیکی  از  خروجی  فاضلاب  جریان  و 

حجم حوض یا همان حجم راکتور (مترمکعب)،  ∀(مترمکعب بر روز)،  
غلظت نهایی زیست توده   ݑࣲغلظت زیست توده (واحد حجم/جرم)،   ࣲ 

زمان     0ܵ(واحد حجم/جرم)،   ورودي در  معادل    0ݐغلظت سوبستراي 
با    5ܦܱܤمعادل    ݐ  غلظت سوبستراي خروجی در زمان    ،ܵܦܱܤ
رعایت  )mg/lit( واحد   جهات  به  زیست  محیط  سازمان  توسط  که   ،

شود. هدف اصلی این واحد جدا  ضوابط کنترل زیست محیطی ارائه می
خروجی از استخر هوادهی و    )MLSS(کردن حجم زیادي از مواد معلق  

باشد. می BODو  TSSتولید جریان زلال و پایدار با غلظت کم 
 
 

 
 

  ) Metcalf ،2003( خانه فاضلاب مبتنی بر روش لجن فعالتصفیه دیاگرام بخش بیولوژیکی پ)  -1کل ش
 

  SDEمعادلات   )2-پ
فضاي احتمالاتی براي یک پدیده استوکاستیک، فرآیند وینر       

با   متغیرهاي   (ݐ)ܹمسیري پیوسته در یک گام زمانی مشخص 
جملاتی برحسب فرآیندهاي وینر در  خاطر وجود  مستقل است. به

پذیر مشتق،  t    ها برحسبانتگرال استوکاستیک مربوطه جواب آن

صورت انتگرال استوکاستیک نبوده و معمولاً این گونه از معادلات به
)، نشان داده  1-(پ  ۀدر رابط  SDEشوند. شکل کلی  بیان می  ݐ̂ܫ

  ). 2016 ،و همکاران Erfanianشده است (
 
௧ܺ݀  ) 1- پ (  = +ݐ݀(௧ܺ,ݐ)݂ ݀(௧ܺ,ݐ)݃ ௧ܹ 
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 g،  5ضریب رانش  fبعدي و    -d، متغیرها در میدان  ௧ܺکه در آن  
انتشار  ݀)  ماتریس  6ضریب  وینر    ௧ܹبعدي،    -(݉× - mفرآیند 

، با گام زمانی مشخص و  ݐ̂ܫ  باشد. براي تعریف انتگرالعدي میب 
شرط   ݐ)با  ≤ ଵݐ ≤ ⋯ ≤ ݐ = بازه    (ܶ از  افراز  0ݐ]یک  و    [ܶ,

ߣ = ݐ) ݔܽ݉ , می  (ା1ݐ گرفته  نظر  صورت  در  این  در  شود. 
  ) قابل تعریف است.2-پصورت رابطه (هب  ݐ̂ܫانتگرال 

  

  ) 2- پ ( 
௧ܻ(ݐ) = න ݀(௦ܺ,ݏ)݃ ௦ܹ

்

௧0

= ݈݅݉
ఒ→0

݃(ݐି1
∗ , ܺି1)൫ ௧ܹ − ௧ܹష1൯ 



ୀ1
 

    ; ି1ݐ
∗ =  ି1ݐ

 
اندازه  gگر  ا و  تابعی  ∫پذیر  ݏ݀(2|(௦ܺ,ݏ)݃|)ܧ ≤ ∞்

௧0
حد     باشد 

،  SDE موجود است. براي حل عددي ݐ̂ܫفوق و در نتیجه انتگرال  
روش   از  مطالعه  این  است   -اویلردر  شده  استفاده    مارویاما 

)Loghmanibarid  و Mohseniaghdam ،2004 (  .  حرکت براونی
متغیرهاي   تکنیکال  تحلیل  تشخیص  براي  اغلب  هندسی 

و  Momeni (شود  میاستوکاستیک و مقادیر مثبت و منفی را شامل  

Kamrani  ،2019 (.  این به  مدلکه  نظر  پارامترهاي  در  سازي 
ب خانه، بخش لجن فعال و لاگونتصفیه - ههاي هوادهی، سیستم 

گیري شده منفی نخواهند  رونده بوده و مقادیر اندازهصورت پیش
که تنها مقادیر غیرمنفی   7بود، از حرکت براونی با توزیع لوگ نرمال 
݀را اخذ کرده، استفاده شد. براي تغییرات   ௧ܵ    این سیستم از فرآیند

  )، پیروي خواهد کرد. 3-پبازگشتی رابطۀ (
  

݀  ) 3- پ (  ௧ܵ = ܽ(ܾ − ௧ܵ)݀ݐ+ ܿඥ ௧ܵ݀ ௧ܹ 
  
- هالعنوان ضرایب ثابت عددي هستند که از مدلبه  c  و a  ،b  هک
݀.  )Higham  ،2001(  کنندتبعیت می  8ایت و ௧ܹ    تغییرات حرکت

تر از شولز که فرمی کلی -جوابی صریح از معادله بلک ௧ܵبراونی و  
  ) قابل محاسبه است. 4-پاز رابطه ( ௧ܵباشد.  ) می7رابطه (

  

  ) 4- پ ( 
௧ܵ = 0ܵ݁

ቀఓି1
2ఙ

2ቁ௧ାఙௐ 

  ௧ܹانحراف معیار و    ߪها،  واریانس داده  2ߪمیانگین و    ߤکه  طوريهب 
است. ݐߜفرآیند احتمالاتی وینر در هر گام زمانی از  

 
 
 

 
5. Drift Coefficient 
6. Diffusion Coefficient 

7. Log-Normally distribute 
8. Hull and White risk natural stochastic volatility model 
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