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 چکيده

مدل است.  لایه تطبیقی هوشمند ارائه شدهالمان محدود یک تیر کامپوزیت لایه (Electro Mechanical) یکیالکترومکاننویسی فرمولدر این مقاله، 

مدل تئوری یک تیر کامپوزیت خطی است. ( Electro Kinematics) الکتروسینماتیکالکترومکانیک و بر اساس فرضیات  شدهارائهتیر مرکب هوشمند 

مصالح الاستیک لایه هسته ایزوتروپیک کند. کاراندازنده محوری عمل میمکانیزم بهصورت یک است که بهلایه سه( Piezoelectric)پیزوالکتریک 

(Isotropic )اورتوتروپیکهای بیرونی بوده اما مواد پیزوالکتریک لایه (Orthotropic )سازی دو های تحلیلی و عددی با بررسی شبیهباشند. دقت مدلمی

سازی در شبیهنشان داده شده است.  ANSYSنامه عناصر محدود و همچنین مقایسه نتایج آن با مدل عددی اصل بقای انرژی مکانیکی و الکتریکی در یک بر

سه مجموعه بارگذاری استاتیکی مکانیکی،  شامل پارامتری سازیشبیهالمانی ایجاد شده است.  055و  25، 05بندی عددی در مدل المان محدود، سه مش

سنجی اصل بقای انرژی و صحت ANSYSها در برنامه المان محدود نوشته شده و سازیبا مقایسه نتایج مدلباشد. میالکتریکی و الکترومکانیکی 

 از کارآمدی و دقت خوبی برخوردار است. شدهارائهتوان نتیجه گرفت که مدل المان محدود ها میالکترومکانیکی در آن
 

 .ANSYS ،مدل المان محدود ،مکانیک محاسباتی ،های هوشمندسازه :هاکليدواژه

 

 مقدمه -1
ها را های هوشمند تکنولوژیسازهو کنترل  هایتمسیسحوزه 

با ه کنحوی گسترش داده های غیربیولوژیکی بهبرای تولید سیستم

های بیولوژیکی و رقابت با سیستماستفاده از مشاهدات وسیع در 

و  Vijay) دست آیدهها بقابلیت تطبیقی، طراحی یکپارچه آن

ها از جمله مواد هوشمند پرکاربرد در سازه (.5552همکاران، 

اشاره  پیزوالکتریک دار شکلی و کریستالتوان به آلیاژ حافظهمی

جمله  های مختلف مهندسی از. از این مواد هوشمند در شاخهنمود

استفاده  5گیرهاو یا اندازه 0هاکاراندازندهعنوان بهمهندسی عمران به

 (. 0938؛ غفارزاده و غفاری، 0935)هوشمند و همکاران،  شودمی

 Curie، خاصیت پیزوالکتریسیتی توسط برادران 0885ر سالد

ایشان اثر مستقیم  (.Curie ،0880 و Curie) کشف شد

 ایشانکردند.  کشف 9های تورمالینکریستالپیزوالکتریک را در 

ب های خاص، سبتشخیص دادند که تغییرشکل مکانیکی در جهت

ایجاد بارهای سطحی الکتریکی در وجوه مقابل کریستال شده که 

                                                 
1. Actuators 

2. Sensors 

متناسب با تغییرشکل مکانیکی است. این اثر که بعداً در کوارتز و 

هایی بدون مرکز تقارن پیدا شد، اثر مستقیم سایر کریستال

اثر ر، از طرف دیگشود. گیری، نامیده مییزوالکتریک و یا اثر اندازهپ

 بر 4توسط لیمپمنکاراندازی، بهمعروف به اثر  وارون پیزوالکتریک

 Curieمبنای ملاحظات ترمودینامیکی ارائه و بعداً توسط برادران 

 طور آزمایشگاهی تأیید شد. به

این مواد در با کشف اثر وارون پیزوالکتریسیتی، کاربرد 

ای برای حذف ارتعاش، نویز و کنترل شکل در ی گستردهمحدوده

خورد. در چشم میهای عمرانی، مکانیکی، دریایی و هوافضا بهسازه

و همکارانش، یک مدل  Crawley، 0335تا  0383های سال

ی اای جداگانه با مدل تیر سازههای تکهکاراندازندهتحلیلی برای به

 Deو  Crawley؛ Anderson ،0335و  Crawley) ارائه نمودند

Luis ،0383 .) ایشان در تحقیقات خود نشان دادند که در باربری

ی ادلیل منبع ولتاژ اعمالی، یک سختی سازهها، بهکاراندازندهبه

 .ای غیرفعال معمولی وجود داردکوپل فعال علاوه بر سختی سازه

3. Tourmaline 
4. Lippmann 
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ان محدود نیز مدل الم های عددی مخصوصاًپس از آن، مدل

و همکاران،  Cotoni؛ Trindade ،5553) قرار گرفت مورداستفاده

، Gabbertو  Gornandt؛ 5554و همکاران،  Kessler؛ 5552

ی نویستمرکز اصلی ما در این تحقیق بر روی یک فرمول(. 5555

لایه در تیر سه 2تیموشنکوو  2برنولی -ترکیبی اویلرالمان محدود 

پیزوالکتریک/ الاستیک/ پیزوالکتریک بوده است. در این کامپوزیت 

و معادله  3کیزوالکتریپ -الاستومحیط بندی راستا، ابتدا فرمول

گان ندنویستوسط  شدهیمعرفالکترودینامیکی حاکم بر سیستم 

سازی سپس، شبیه .(0982و همکاران،  )شهبازی شودبازخوانی می

 نتایج ومربوطه صورت گرفته آنالیزهای استاتیکی الکترومکانیکی 

تیر کامپوزیت مرکب هوشمند در از  جادشدهیا مدل عددی اآن ب

 شده است.سنجی قایسه و صحتم ANSYSافزار نرم

 

 لهئمس و فرضيات 8کينماتيسبيان  -5

تحقیق که هندسه  نیا در شدهارائهمدل تیر مرکب هوشمند 

نشان داده شده است، بر اساس فرضیات  (0)آن در شکل 

الکترومکانیک و الکتروسینماتیک خطی است. بدین معنی که 

اشند بمتغیرهای میدان الکتریکی و مکانیکی به حدی کوچک می

 الکتریک خطیپیزوالکتریسیته و دی ،3الاستیسیتههای که تئوری

وده بقابل کاربرد باشند. مصالح الاستیک )لایه هسته( ایزوتروپیک 

 ند. باشهای بیرونی( اورتوتروپیک میاما مواد پیزوالکتریک )لایه

ها در هر سطح مقطع مشخصی از جایی عرضی همه لایههجاب

ر ها دمحور طولی تیر، در راستای ضخامت تیر یکسان است. لایه

وضعیت تغییرشکل مکانیکی مسطح و پتانسیل الکتریکی مسطح 

و هسته  برنولی -سینماتیک تیر اویلرهای بیرونی از باشند. لایهمی

نش کنند. تمی تیر تیموشنکو پیرویالاستیک تیر از فرضیات 

( کوچک و قابل Z نرمال )عمود بر وجوه بالا و پایین تیر در راستای

های پیزوالکتریک در راستای است. درنهایت، لایه کردن نظرصرف

ضخامت و موازی با راستای شدت میدان الکتریکی اعمالی 

ها بر محور خنثی تیر هوشمند، برای شده و هر دوی آن 05پلاریزه

 کاراندازی محوری، عمود هستند.برپایی حالت مکانیسم به

 

 بندی محيط الاستيک/ پيزوالکتريکفرمول -3

 ای برای سینماتیکساده شدهدر این قسمت، فرضیات ریاضی 

(، سینتیک (5) در شکل شدهدادهتیر )هندسه و تغییرشکل نشان 

تیر و رفتار الکترومکانیک مصالح در اجزاء مکانیکی و الکتریکی 

 کوپل شده مدل ارائه شده است. 

                                                 
5. Euler-Bernoulli 
6. Timoshenko 

7. Elasto-Piezoelectric 

 دستگاه مختصات محلی هر لایه با نمادهای zyxo ˆˆˆˆ

 𝑐و  𝑎 ،𝑏به  𝛼که  در وسط هر لایه قرار دارد ô و با مبدأ محلی

ها در ẑها در راستای طولی و محورx̂ . محوردلالت دارد

ی قائم را و این دو محور صفحهلایه قرار داشته راستای جانبی 

در شکل  OXYZی کلها و محلی لایهسازند. دستگاه مختصات می

  ( نشان داده شده است.5)

aû ،bû وcû جایی محوری هر نقطه دلخواه از لایه هجاب

همان های مربوط بهضخامت لایه chو  ah ،bhو  همربوط

)()ˆ()ˆ()ˆ( هستند زیرنویس ccbbaa xwxwxwxw  ،

ها برابر فرض برای همه لایه یا همان خیز تیرجایی جانبی هجاب

نسبت  xشده است. زاویه مماس بر محور الاستیک تیر در نقطه

ی هاآغازین محور طولی تیر طبق تئوری تغییرشکل به هندسه

′𝑤) است نسبت به محور الاستیک تیر w کوچک، مشتق =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
). 

 

 
 هندسه تير کامپوزيت اورتوتروپيک هوشمند -1شکل 

 

 
 

 ميدان تغييرمکان و سينماتيک تير هوشمند -5شکل 

 

 uمیانگین و نسبیهای محوری جاییههای سینماتیک جابکمیت

 ؛شوندمیتعریف ( 0) رابطهصورت به ~u و
 

8. Kinematics 

9. Elasticity 

10. Polarized 
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(0) 
𝑢̃(𝑥) = 𝑢+ − 𝑢− = ℎ𝑐𝛽𝑐 

𝑢̅(𝑥) = 𝑢̅𝑐 =
𝑢+ + 𝑢−

2
 

 

وری ها و تئبرای پیزوالکتریک برنولی -اویلربا توجه به تئوری 

جایی محوری هر نقطه دلخواه از سطح هتیموشنکو برای هسته، جاب

جایی همختصات محلی هر لایه را بر حسب جابدر  xمقطع

zای که وابسته بهمحوری صفحه وسطی آن لایه به اضافه جمله

 عهر نقطه از سطح مقط طولی جاییهیدان جابمنویسیم. است می

 𝑏و  𝑎های لایهاز مبدأ دستگاه مختصات کلی در  zبه فاصله 

 :ه قرار زیر استهسته ب 𝑐پیزوالکتریک و 
 

(5) 

𝑢𝐴 = 𝑢̅𝐴 − (𝑧 − 𝑧𝐴)𝑤′ 
 

𝑢𝐵 = 𝑢̅𝐵 − (𝑧 − 𝑧𝐵)𝑤′ 
 

𝑢𝐶 = 𝑢̅𝐶 + 𝑧𝛽𝐶  

 

جایی هجاب باشد.دوران خمشی لایه هسته می 𝑏و  𝑎 ،در این رابطه

پیزوالکتریک را  𝑏و  𝑎 هایلایههر یک از طولی متوسط و نسبی 

-به هسته جایی طولی متوسط و نسبی لایههتوان برحسب جابمی

 :صورت زیر نوشت
 

(9) 
𝑢̅𝐴 = 𝑢̅ +

𝑢̃

2
−
ℎ𝐴
2
𝑤′ 

𝑢̅𝐵 = 𝑢̅ −
𝑢̃

2
+
ℎ𝐵
2
𝑤′ 

 

جایی، هجاب -در روابط کرنش (5) جاییهمیدان جاب یگذاریجابا 

 شود:+ خمشی( و برشی زیر حاصل می های محوری )غشاییکرنش
 

(4) 
𝜀1
𝛼(𝑥, 𝑧) = 𝜀𝛼

𝑚(𝑥) + (𝑧 − 𝑧𝛼)𝜀𝛼
𝑏(𝑥) 

𝜀1
𝑐(𝑥, 𝑧) = 𝜀𝑐

𝑚(𝑥) + 𝑧𝜀𝑐
𝑏(𝑥) 

𝛾5
𝑐(𝑥, 𝑧) =

𝑢̃

ℎ𝑐
+ (𝜆 + 1)𝑤′ 

 

𝜀𝑏
𝑚(𝑥) ،𝜀𝑏

𝑚(𝑥)  و𝜀𝑐
𝑚(𝑥)های غشایی، ، کرنش𝜀𝑎

𝑏(𝑥) ،𝜀𝑏
𝑏(𝑥) و 

𝜀𝑐
𝑏(𝑥) های پیزوالکتریک بیرونی و هستهلایه های خمشیکرنش 

𝛾5 الاستیک،
𝑐 و  هسته کرنش برشی در لایه𝜆 نسبت ضخامت لایه 

قوانین مشخصه مواد  ضخامت هسته خواهد بود.پیزوالکتریک به

 با: است عبارتپیزوالکتریک برای یک محیط پیوسته 
 

(2) 𝑇𝑝 = 𝑐𝑝𝑞
𝐸 𝑆𝑞 − 𝑒𝑘𝑝𝐸𝑘 

𝐷𝑖 = 𝑒𝑖𝑞𝑆𝑞 + 𝜖𝑖𝑘
𝑠 𝐸𝑘 

 

کاهش یافته تنش مسطح را برای ماده  توانیم معادلات مشخصهمی

 پیزوالکتریک به فرم ماتریسی زیر بنویسیم: 00دوسانگرد
 

(2) [
𝜎1
𝐷3
] = [

𝑐11
∗ −𝑒31

∗

𝑒31
∗ 𝜖33

∗ ] [
𝜀1
𝐸3
] 

                                                 
11. Orthotropic 
12. Gaussian Beam Divergence 

13. Lagrangian 

𝑐11
∗ = 𝑐11 −

𝑐13
2

𝑐33
 

𝑒31
∗ = 𝑒31 −

𝑐13
𝑐33

𝑒33 

𝜖33
∗ = 𝜖33 −

𝑒31
2

𝑐33
 

 

گیری الکترومکانیکی، فقط بین کرنش محوری توجه شود که درهم

انون ای قفرم مؤلفه عرضی میدان الکتریکی موجود است. یلفهؤو م

الکتریک )ماده عایق تهی از مواد دی برای 05دیورژانس گاوس

𝑞)بارهای الکتریکی آزاد  =  برابر است با: (0
 

(3) 𝐷𝑖,𝑖 = −
𝜕𝐷𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 𝑞 = 0 

 

𝐷3,3 های بیرونی تیربرای لایه
𝛼 = 0, 𝛼 = 𝑎, 𝑏 .مشخصه از قانون 

𝐷3 داریم؛ ی بیرونیهالایه
𝛼 = 𝑒31

∗𝛼𝜀1
𝛼 + 𝜖33

∗𝛼𝐸3
𝛼 . هر  یگذاریجابا

ها و تعریف دو کمیت دسته از شرایط مرزی مربوط به یکی از لایه

𝜑̃(𝑥) اختلاف پتانسیل = 𝜑𝛼+ − 𝜑𝛼−  پتانسیل میانگینو 

𝜑̅𝛼(𝑥) =
𝜑𝛼++𝜑𝛼−

2
توان تابع پتانسیل را در هر نقطه داخلی می ،

 محاسبه کرد:
 

(8) 𝜑𝛼 = 𝜑̅𝛼 + (𝑧 − 𝑧𝛼)
𝜑̃𝛼

ℎ𝛼
+ [1 − 4(

𝑧 − 𝑧𝛼
ℎ𝛼

)]
ℎ𝛼
2

8

𝑒31
𝛼∗

𝜖31
𝛼∗𝑤′′ 

 

توان مؤلفه عرضی شدت میدان الکتریکی از روی تابع پتانسیل، می

 را روی وجوه تیر محاسبه کرد:

(3) 𝐸3
𝛼 = −

𝜕𝜑𝛼

𝜕𝑥3
=
𝜑̃𝛼

ℎ𝛼
+ (𝑧 − 𝑧𝛼)

𝑒31
𝛼∗

𝜖31
𝛼∗ 𝑤′′ 

از  پیزوالکتریک تحت اثر بردار تنش رویه یک محیط پیوسته

، قرار دارد.  𝑄و بار الکتریکی رویه در واحد سطح 𝑇 پیش مقرر شده

-توسط بردارهای تنش به شدهانجامکار مجازی در واحد سطح 

 برابر است با ،جایی مجازی کوچک برای رویهههنگام یک جاب

𝑇𝑘𝛿𝑢𝑘 در واحد  شدهانجاممشابه کار مجازی الکتریکی  گزاره

هنگام  ، 𝑄یسطح، توسط بار الکتریکی مقرر شده روی رویه، یعن

. 𝑄𝛿𝜑 در پتانسیل الکتریکی، برابر است با 𝛿𝜑ک یک تغییر کوچ

، کار نیروهای خارجی 𝐻 ، الکترومکانیکی𝐾𝐸 وابع انرژی جنبشیت

اصل و  𝐿 09لاگرانژینتابع ، 𝑊 ناپایستار مکانیکی و الکتریکی

این محیط پیوسته  برای 04تعمیمی هامیلتون وردشی

 وند:شمیشکل زیر تعریف در فضا به محصورشدهپیزوالکتریک، 
 

14. Generalized Hamilton's Variation 
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(05) 

𝐾𝐸 = ∫
1

2𝑉

𝜌𝑢̇𝑖𝑢̇𝑖𝑑𝑉 

𝐻 = ∫
1

2𝑉

(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 − 𝐷𝑖𝐸𝑖)𝑑𝑉 

𝑊 = ∫ (𝑇̅𝑘𝛿𝑢𝑘 − 𝑄̅𝛿𝜑)
𝑆

 

𝐿 = ∫ [
1

2
𝜌𝑢̇𝑖𝑢̇𝑗 − 𝐻0𝐸𝑘] 𝑑𝑉

𝑉

 

(00) ∫

{
 
 

 
 𝛿∫ (

1

2
𝜌𝑢̇𝑖𝑢̇𝑗𝑑𝑉) − 𝛿∫ 𝐻0(𝜀𝑘𝑖 , 𝐸𝑘)𝑑𝑉

𝑉𝑉

+∫ [𝑇̅𝑘𝛿𝑢𝑘 − 𝑄̅𝛿𝜑]𝑑𝑉
𝑆 }

 
 

 
 

𝑡1

𝑡0

 

 

توان دستوربندی وردشی یک تیر دوسانگرد بنابراین می

 پیزوالکتریک تطبیقی را به فرم زیر بیان کرد:
 

(05) ∫ (𝛿𝐾𝐸 − 𝛿𝐻 + 𝛿𝑊)
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 = 0 
 

مجازی در  هایترتیب وردشبه 𝛿𝑊و  𝛿𝐾𝐸 ،𝛿𝐻 در رابطه بالا

توسط  شدهانجامانرژی جنبشی، انرژی الکترومکانیکی و کار 

نیروهای خارجی ناپایستارند. برای تیر کامپوزیت هوشمند 

 ید:آدست میشکل زیر بهتطبیقی، انرژی جنبشی و وردش آن به
 

(09) 𝐾𝐸∫
1

2𝑉

𝜌𝑖(𝑢̇̂𝑖 + 𝑤̇̂𝑖)𝑑𝑉,   𝑖 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 

(04) 𝛿𝐾𝐸 = −∫

{
 
 
 

 
 
 (2𝜌𝛼𝐴𝛼 + 𝜌𝑐𝐴𝑐)𝑢̅𝛿𝑢̈̅2𝜌𝛼𝐴𝛼

𝑢̈̃

2

𝛿𝑢̃

2

+4𝜌𝑐
𝐼𝑐
ℎ𝑐
2

𝑢̈̅

2

𝛿𝑢̃

2
+ 2𝜌𝑐

𝐼𝑐
ℎ𝑐
2
𝜆𝑤̈′

𝛿𝑢̃

2

+(2𝜌𝛼𝐴𝛼 + 𝜌𝑐𝐴𝑐)𝑤̈𝛿𝑤 + 𝜌𝑐
𝐼𝑐
ℎ𝑐
𝜆𝑢̈̃𝛿𝑤′

+(2𝜌𝛼𝐴𝛼 + 𝜌𝑐𝐴𝑐𝜆
2)𝑤′̈ 𝛿𝑤′ }

 
 
 

 
 
 

𝐿

0

 

 

انرژی پتانسیل داخلی الکترومکانیکی کل یک محیط پیزوالکتریک 

 برابر است با انتگرال آنتالپی الکتریکی روی حجم:
 

(02)   


V iiijijV dVEDdVHH
2

1
0 

 

 های بیرونی عبارت است از:انرژی الکترومکانیکی کل لایه
 

(02) 
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 و انرژی الکترومکانیکی لایه هسته عبارت است از:
 

(03) 
   
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2m
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های وردش در رابطه جاییجابه -با استفاده از روابط کرنش

 :های مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی خواهیم داشتانرژی
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h
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*

11
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*
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~1
1

~1~

~2
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~
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



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







 

(08) 
 

ای از انرژی الکترومکانیکی ناشی از وردش در متغیرهای وردش پاره

 از: اندعبارتترتیب و الکتریکی بهمکانیکی 
 

(03)  












 L bbaa
me dx

h

A
H 0 2

*
33

~~~~ 



 

(55) 

 
 






































 L
ba

ba

em dxu
u

u

h

A
eH 0

*
31

2

~
~~~

~~









 

 

ر تواند تحت اثهر لایه از سازه کامپوزیت اورتوتروپیک هوشمند می

i نیروهای سطحی عمودی و مماسی
NT  وi

QT  و هم تحت اثر

i، یعنی xو  zنیروهای حجمی در راستاهای
Nt  وi

Qt .باشد i

توانند می رویهاست. نیروهای  cیا a ،bهای نمایانگر یکی از لایه

Lxو 0xهای سطوح مقاطع عرضی تیر در به رویه   اعمال

شوند. نیروهای خارجی رویه عمود بر رویه و موازی با رویه را در

2
a

a
h

zz   و
2
b

a
h

zz  ترتیب با به
wTو

fT 
نمایش 

تغییرات کل کار خارجی نیروهای رویه  نیبنابرادهیم. می

بر سطوح مقاطع عرضی دو انتهای تیر و نیروهای رویه  شدهاعمال

( 50مطابق رابطه )بر سطوح افقی بالا و پایین تیر  شدهاعمال

 خواهد شد. 

نوشته  wو ~u ،u ها بر حسب متغیرهای اصلیوردش

از توابع شکل  ~u و uجایی جابهیابی میدان شوند. برای درونمی

از توابع  w جاییجابه( و برای میدان 0C خطی لاگرانژ )توابع
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 mH شود.( استفاده می1C )توابع 02هرمیتیدرجه سوم شکل 
 ،کل سازه آزادیات درج اساس بر

 Twwuuwwuuq 22221111
~~  ،است عبارت 

 ؛از
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T
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با گرفتن عامل مشترک Teqو eq  از دو طرفe
mH ،

های سختی المان محدود، ماتریس eKقابل استخراج است؛ ، 
 

(59)  
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𝐵𝑖𝑗، روابط فوقدر  , 𝑖 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑗 = 𝑚, 𝑏, 𝑠 های ترتیب ماتریسبه

 𝑏و  𝑎های تغییرشکل غشایی، خمشی و برشی برای لایه

همان عملگر  𝑇باشند. همچنین، هسته می 𝑐پیزوالکتریک و 

 با گرفتن عامل مشترک باشد.ترانهاده ماتریس می eq و  eq 

نیز قابل  [𝑀𝑒]های جرم المان محدود، ، ماتریس𝛿𝐾𝐸𝑒ف از دو طر

 استخراج است؛
 

                                                 
15. Hermitian 

(54)  
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 جاییجابهانتقالی میانگین و  جاییجابههای در رابطه بالا، ماتریس

ها، ماتریس xهای بیرونی در راستای محور انتقالی نسبی لایه

 جاییجابهها و ماتریس zانتقالی در راستای محور  جاییجابه

کنند اما های کوچک که فقط تولید تنش میای )دورانزاویه

های دوران جسم صلب در آن قابل اغماض است( حول محور مؤلفه

yشوند؛ها به شکل زیر تعریف می 
 

(52) 
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𝐵𝑖𝑗، فوق در رابطه , 𝑖 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑗 = 𝑡𝑥, 𝑡𝑧, 𝑟 ترتیب به

و دوران برای  𝑧 و𝑥 راستاهای  جاییجابهعملگر مشتق های ماتریس

 باشند.سطوح بیرونی و هسته می
e
meH توان به فرم فشرده می نیز را   e

me
T

e
e
me FqH   

در نتیجه  نوشت. e
meF قابل استخراج است؛ 
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با انجام محاسبات مشابه برای بارگذاری مکانیکی و تفکیک 

   e
m

T
e

e FqW    ،بردار بارگذاری مکانیکی المان محدود

 e
mF قابل استخراج است؛ 
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(، به یک 05بالا در رابطه ) آمدهدستبههای وردش یگذاریجابا 

 یابیم؛خطی زیر دست می مسئله
 

(58) e
me

e
m FFKqqM  

 

، MATLABافزار در نرم در ادامه، با نوشتن یک الگوریتم عددی

های محدود و سرانجام حل سازی محیط با المانفرآیند گسسته

  روش حذفی گوس کامل شده است.سیستم معادلات محاسباتی به

 

 بارگذاری الکترومکانيکال مدل المان محدود -0

در مدل المان  گرفته صورتهای در این مرحله، نتایج تحلیل

(، برای بارهای 0محدود با مشخصات هندسی و مصالح جدول )

-یرمکانعنوان ورودی و تغیمکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی به

آنالیزهای ه شده است. در ئعنوان خروجی اراهای مکانیکی به

مکانیکی، یک بار خارجی استاتیکی نمویی از صفر تا دو نیوتن به 

است که در  یحال درای اعمال شده است. این انتهای تیر طره

بارگذاری الکتریکی، اختلاف پتانسیل نمویی از صفر تا صد ولت بر 

 های پیزوالکتریک ایجاد شده است.کاراندازندهروی هر یک از به

و نمودارهای مربوطه در ادامه نشان  هار شکلطور که دهمان

تحت بار مکانیکی و بار  جادشدهیاداده شده است، تغییرشکل 

 ، تغییرمکانگریدعبارتبهیکدیگر است.  برخلافالکتریکی 

-ز بهساتحت اثر ولتاژ الکتریکی یک نوع پاسخ جبران جادشدهیا

لوب کی نامطهای پیزوالکتریک در برابر بارهای استاتیکاراندازنده

از عملکرد  یاشدهیسازهیشبباشند. در نهایت، رفتار خارجی می

کاراندازنده پیزوالکتریک در بارگذاری  استاتیکی یک به

اتیکی ترتیب که بارهای استالکترومکانیکی بررسی شده است. بدین

زمان اختلاف پتانسیلی همانند قبل به انتهای تیر اعمال شده و هم

 های پیزوالکتریککاراندازندهبر روی هر یک از به برابر با صد ولت

جهت حذف و یا کاهش تغییرمکان انتهایی تیر کامپوزیت هوشمند، 

 اعمال شده است.

 

 مشخصات هندسی و مصالح تير کامپوزيت هوشمند -1جدول 
  طول تیر

  عرض تیر

  ضخامت هسته الاستیک

  های پیزوالکتریکضخامت لایه

  الاستیکچگالی هسته 

  چگالی پیزوالکتریک

 یکالکترضرایب پیزوالکتریک و دی
 

ضرایب ماتریس مصالح 

 (2( و )2پیزوالکتریک روابط )

 

 

 های داخلیتغییرمکان و اختلاف بین انرژی -روابط بارگذاری

المانی آنالیزهای  055و  25، 05های بندیو خارجی برای مش

 اند.( نشان داده شده2( تا )9) هایترتیب در شکلمختلف به

ها اختلاف که محور قائم در آن هانمودارهای سمت راست شکل

باشد، اصل بین انرژی ورودی و خروجی سیستم سازه هوشمند می

بقای انرژی الکترودینامیکی در مدل المان محدود را نمایش و 

 نماید.سنجی میصحت

 

 

 
اصل بقای انرژی  تغييرمکان و بررسی -رابطه بار -3شکل 

 الکترومکانيکی
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تغييرمکان و بررسی اصل بقای  -رابطه ولتاژ اعمالی -0شکل 

 انرژی الکترومکانيکی

 

 

 
تغييرمکان و بررسی  -رابطه نيروی الکترومکانيکی -2شکل 

 اصل بقای انرژی الکترومکانيکی
 

 سنجی مدل المان محدودو صحت ANSYSسازی مدل -2
سازی المان محدود تیر هوشمند از در این قسمت، برای مدل

 های استاتیکی برای سیستماستفاده شده و تحلیل  ANSYSافزارنرم

المانی صورت  25بندی المان محدود الکترومکانیکی مشابه با مش

برای  ANSYSافزار اولین مرحله در استفاده از نرمگرفته است. 

سازی اثر پیزوالکتریسیتی، تعریف سه ماتریس گذردهی مدل

الکتریک(، کرنش )یا تنش( پیزوالکتریک و ضرایب )ثوابت دی

 باشدهوشمند می الاستیک )یا سختی( این ماده

(ANSYS 9.0 Documentationقبل از شروع مدل .) سازی باید

معرفی  نحوهدر  ANSYSو  IEEEهای بین استاندارد تفاوت

 یک و ضرایب الاستیک را دریزوالکتریپکرنش مشخصات ماتریس 

 نظر گرفت.

، رتبه ماتریس IEEEویژه استاندارد هدر اکثر مراجع معتبر ب

باشد. می [x, y, z, yz, xz, xy]صورت برای مواد پیزوالکتریک به

 صورت، این رتبه ماتریسی بهANSYSافزار در نرم کهیدرحال

[x, y, z, xy, yz, xz] نظر گرفته شده است. بدین ترتیب، برای  در

به ورودی استاندارد تبدیل مشخصات پیزوالکتریک در منابع 

ANSYSرای بافقی برای جملات برشی الزامی است.  ، تغییرمرتبه

 e52, e51[e ,53[ و e]e62, e61[e ،]43, e42, e41 ,63[ثوابت این منظور، 

در  xz و xy ،yzردیف  عنوانبهترتیب باید به IEEE استاندارد در

ANSYS برای تبدیل ضرایب الاستیک ماده د.نمعرفی شو 

 ،c63, c62, c61[c ,66[ ، ثوابتANSYSپیزوالکتریک به ورودی 

 ]44, c46, c43, c42, c41[c و ]55, c54, c56, c53, c52, c51[c  در استاندارد

IEEE عنوان ردیف ترتیب بهباید بهxy ،yz  وxz  درANSYS  معرفی

 ههای پیزوالکتریک دولایبعد از معرفی مشخصات مصالح لایه شوند.

خارجی و مصالح الاستیک میانی، باید هندسه تیر مطابق با شکل 

ایجاد گردد. در اختصاص  (0)و مشخصات مندرج در جدول  (0)

ار با گترین المان سازهای پیزوالکتریک باید مناسببرای لایه المان

بعدی کوپل برای سه مسائلخواص مواد پیزوالکتریک در زمینه 

از  توانافزار میدر این نرم کار برد.هرا ب تولید تیر مرکب هوشمند

بهره برد. مشابه  SOLID226و یا  SOLID5های پیزوالکتریک المان

ها دارای سه درجه ای، این المانهای جامد سازهبا دیگر المان

آزادی حرکتی در هر گره است. علاوه بر این درجات آزادی، 

افزار دارای درجات آزادی پتانسیل های پیزوالکتریک در نرمالمان

ز اندرکنش الکترومکانیکالی را نی مسائلبرای  ازیموردنالکتریکی 

برای  یک،سازی پیزوالکترل مدلئبا توجه به کوپل بودن مسا. دارد

های اتصال، درجات آزادی سازگار با باید در محلنیز سازه میزبان 

ی پیزوالکتریک وجود داشته باشد. هاکاراندازندهدرجات آزادی به

الاستیک میانی مجاز به استفاده از هر نوع المان  در واقع برای لایه

SOLID های الاستیک،افزار نبوده و بهترین المان برای لایهدر نرم 

برای  ،SOLID45با استفاده از المان خواهد بود  SOLID45المان 

گردد که اثر این امکان فراهم میمیانی،  هسته تسازی قسممدل

هوشمند مرکب های نرمال و برشی در قسمت میزبان سازه تنش

سازی تیر مرکب هدف از مدل در این مقاله صرفاً منظور گردد.

سنجی مدل المان ، صحتANSYSافزار هوشمند در نرم چندلایه

 25بندی گرفتن مش نظر دررو با محدود معرفی شده است. از این

المانی و انجام آنالیزهای استاتیکی مکانیکی، الکتریکی و 

زمان، صحت مدل المان محدود پیشنهادی مورد الکترومکانیکی هم

بایست بدان اشاره گردد ای که میارزیابی قرار گرفته است. نکته

آزادی  ست که در مدل المان محدود پیشنهادی، درجها آن

های یهتانسیل به لاپتانسیل الکتریکی وجود نداشته و اثر اعمال پ
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 یافتهیمتعم هایجاییجابهصورت پیزوالکتریک فوقانی و تحتانی به

گرفته در های صورتتحلیلاند. معرفی شده 𝑢̃و  𝑢̅متوسط و نسبی 

 از: اندعبارت ANSYSافزار نرم

 نیوتن 5مقدار به بارگذاری مکانیکی در راستای 

 ولت  055میزان بارگذاری الکتریکی اعمالی به 

 بارگذاری الکترومکانیکی توأم 

ی برای بارهای مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیک تحلیلنتایج 

رای بعنوان خروجی های استاتیکی بهورودی و تغییرمکانعنوان به

در  شدهنوشته در برنامه عددی مدل المان محدود پیاده شده

MATLAB  افزار نرمهای متناظر در تحلیلوANSYS بندی با مش

-خوانی قابلهم (8)تا  (2) هایلشکاند. المانی مقایسه شده 25

 .دهدسازی نشان میقبولی برای دو مدل

 

 

 

 
 

 
سازی مدل المان محدود مقايسه نتايج شبيه -1شکل 

 تغييرمکان -: نمودار بارANSYSپيشنهادی و 

 

 
 

                                                 
16. Polarization 

 
سازی مدل المان محدود پيشنهادی و نتايج شبيه -1شکل 

ANSYSتغييرمکان -: نمودار ولتاژ 

 

 
 

 
سازی مدل المان محدود مقايسه نتايج شبيه -8شکل 

 تغييرمکان -نمودار بار الکترومکانيکی: ANSYSپيشنهادی و 

 

 گيرینتيجه -1

ای در این مقاله، مدل عددی المان محدود برای یک تیر طره

اورتوتروپیک کامپوزیت هوشمند بر اساس تئوری حرکتی محیط 

نویسی، سیستم معادلات پیوسته ساخته شده است. در این فرمول

یک استفاده از مکاندیفرانسیل جزئی مرتبه دوم حرکت ارتعاشی با 

 هایهامیلتونی توسعه داده شد. سینماتیک لایه یافتهتوسعه

گیر )پیزوالکتریک( و لایه هسته میزبان اندازه کاراندازنده/خارجی به

ند. ابرنولی و تیموشنکو انتخاب شده -ترتیب اویلر)الاستیک( به

و شدت میدان الکتریکی اعمالی به مواد  02پلاریزاسیونراستای 

سازی عددی در مدل عال موازی با ضخامت تیر است. در شبیهف

المانی ایجاد شده  055و  25، 05بندی المان محدود، سه مش

است. سپس، در یک آنالیز پارامتری، سه مجموعه بارگذاری 

استاتیکی مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی صورت گرفته است. 

 هشدنوشتهو برنامه  سنجی مدل المان محدوددو معیار برای صحت

z
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انتخاب شد. اولین معیار، تخمین اصل بقای انرژی الکترومکانیکی 

های پتانسیل الکتروالاستیک و جنبشی داخلی با کارهای بین انرژی

توسط نیروهای الکترومکانیکی است.  شدهانجامناپایستار خارجی 

های حاصله از مدل عددی و دومین معیار، مقایسه بین تغییرمکان

نویسی المان دهد که فرمولاست. نتایج نشان می ANSYSنتایج 

 محدود ارائه شده از دقت و کارآمدی خوبی برخوردار است. 

 

 علائم اختصاری -1
,𝑢̅ محوری متوسط و نسبی جاییجابه 𝑢̃ 

,+𝑢 تههس های فوقانی و تحتانی لایهجایی محوری لبههجاب 𝑢− 

,𝐿 عرض و ضخامت هسته الاستیکطول،  𝐵, 𝐻 

,𝐿𝑝 پیزوالکتریک طول، عرض و ضخامت لایه 𝐵, 𝐻𝑃 

′𝑤,𝑤 ( و مشتقات اول و دوم آنریت زیختغییرشکل جانبی ) , 𝑤′′ 

𝛽 هسته )تیر تیموشنکو( دوران خمشی لایه
𝑐
 

 𝛽 رنولی(ب-های پیزوالکتریک )تیر اویلردوران خمشی لایه

 𝜑̃(𝑥) پتانسیل دو سر لایه پیزوالکتریکاختلاف 
 𝜑̅𝛼(𝑥) پیزوالکتریک پتانسیل میانگین دو سر لایه

 𝐾𝐸 انرژی جنبشی

 𝑊 کار نیروهای خارجی ناپایستار مکانیکی و الکتریکی

 های تغییرشکل غشایی، خمشی و برشیماتریس
𝐵𝑖𝑗 , 𝑖

= 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑗
= 𝑚, 𝑏, 𝑠 

 𝑧و  𝑥راستاهای  جاییجابههای عملگر مشتق ماتریس

 و دوران

𝐵𝑖𝑗 , 𝑖

= 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑗
= 𝑡𝑥, 𝑡𝑧, 𝑟 
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1. Introduction 

In the present paper, electromechanical finite element modeling of a smart adaptive composite beam is 
presented. The model is formulated based on linear electromechanics and electro kinematics assumptions. The 
proposed model is a three layers piezoelectric composite beam that acts as a transverse actuator. The elastic 
material of the core is isotropic whereas the outer piezoelectric layers are orthotropic. The accuracy of analytic 
and numerical models is demonstrated by examining the simulation of the two principles of mechanical and 
electrical energy conservation in a finite element program and also comparing its results with the ANSYS 
numerical model. In the numerical simulation of the finite element model, there are three mesh including 10, 
50, and 100 elements. The parametric simulation consists of three mechanical, electrical, and 
electromechanical static loading sets. By comparing the results of modeling in the finite element programming 
and ANSYS, and verifying the principle of electromechanical energy conservation, it can be concluded that the 
proposed finite element model is efficient and accurate. 
 

2. Methodology 

2.1. Finite element Formulation 

     The smart composite beam model presented in this research is based on linear electromechanical and 
electro kinematic hypotheses (Cotoni et al., 2006; Gornandt A and Gabbert U, 2002). This means that the 
electric and mechanical field variables are so small that the theories of elasticity, piezoelectricity, and linear 
dielectrics can be applied. Elastic materials (core layer) are isotropic but piezoelectric materials (outer layers) 
are orthotropic. The transverse displacement of all layers at any given cross-sectional area of the longitudinal 
axis of the beam is equal to the thickness of the beam. The outer layers have assumed the Euler-Bernoulli beam 
and the elastic core of the beam follows Timoshenko’s beam hypotheses. The normal stress (perpendicular to 
the upper and lower sides of the beam) is negligible. Finally, the piezoelectric layers are polarized in the 
direction of thickness and parallel to the direction of the applied electric field intensity, and both of them are 
perpendicular to the neutral axis of the smart beam, to establish the state of the axial actuation mechanism. 
The kinetic energy functions KE, electromechanical H, the work of mechanical and electrical external forces W, 
the Lagrangian function L, and the Hamilton generalized variational principle for this continuous piezoelectric 
environment are defined as follows: 
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𝐾𝐸 = ∫

1

2𝑉
𝜌𝑢̇𝑖𝑢̇𝑖𝑑𝑉   ,   𝐻 = ∫

1

2𝑉
(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 − 𝐷𝑖𝐸𝑖)𝑑𝑉  ,  𝑊 = ∫ (𝑇̅𝑘𝛿𝑢𝑘 − 𝑄̅𝛿𝜑)

𝑆
 ,  𝐿 = ∫ [

1

2
𝜌𝑢̇𝑖𝑢̇𝑗 − 𝐻0𝐸𝑘] 𝑑𝑉

𝑉
 

∫ {𝛿 ∫ (
1

2
𝜌𝑢̇𝑖𝑢̇𝑗𝑑𝑉) − 𝛿 ∫ 𝐻0(𝜀𝑘𝑖 , 𝐸𝑘)𝑑𝑉

𝑉
+ ∫ [𝑇̅𝑘𝛿𝑢𝑘 − 𝑄̅𝛿𝜑]𝑑𝑉

𝑆𝑉
}

𝑡1

𝑡0
                                                                                            (1) 

 

Based on the degrees of freedom of the whole structure, , The linear 

differential equation of motion of the structure will be 𝑀𝑞̈ + 𝐾𝑞 = 𝐹𝑚
𝑒 − 𝐹𝑚𝑒

𝑒 . Where, Finite element stiffness, 
[𝐾𝑒] and mass, [𝑀𝑒], matrices are btained as below: 
 

                          (2) 

 

Then, by writing a numerical algorithm in MATLAB software, the results of the analyzes performed in the 
finite element model for mechanical, electrical and electromechanical loads as input and mechanical 
displacement as output are presented. In mechanical analysis, a static external load of 0 to 2N is applied to the 
end of the beam. In electrical charge, however, a potential difference of 0 to 100V is created on each of the 
piezoelectric actuators. The deformation created under mechanical charge and electrical charge are opposite 
to each other. In other words, the displacement caused by electric voltage is a compensatory response of 
piezoelectric stimuli to undesirable external static loads. Finally, the simulated behavior of the static 
performance of a piezoelectric actuator in electromechanical loading is investigated. In this way, static loads 
are applied to the end of the beam as before, and at the same time, a potential difference is applied to each of 
the piezoelectric actuators to eliminate or reduce the displacement of the end of the smart composite beam. 
Load-displacement relationships and the difference between internal and external energies for the 10, 50 and 
100 meshes of different analyzes are shown in Fig. 1 to 3, respectively. The diagrams show and validate the 
principle of electrodynamic energy conservation in the finite element model.  
 

  
Fig. 1. Load-displacement and the principle of electromechanical energy conservation 

 

  
Fig. 2. Voltage- displacement and the principle of electromechanical energy conservation 
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Fig. 3. Electromechanical-displacement and the principle of electromechanical energy conservation 

 

2.2. Ansys modeling and verification 

The FEM-based software package, ANSYS, was used for the numerical modeling and verification of the finite 
element model presented in the previous section. When assigning an element to piezoelectric layers, the most 
appropriate element compatible with the properties of the piezoelectric material in the field of three-
dimensional coupling problems for the production of smart composite beams should be used. In this software, 
piezoelectric elements SOLID5 or SOLID226 can be used. In addition to movement degrees of freedom, the 
piezoelectric elements have degrees of freedom of electrical potential required for electromechanical 
interaction problems. Also, the host structure requires degrees of freedom compatible with the degrees of 
freedom of the piezoelectric actuators in the connection areas. The best element for the elastic layers will be 
the SOLID45 element. Using the SOLID45 element, to model the middle core type, it is possible that normal and 
shear stresses should be considered in the host part of the smart composite structure. Mechanical, Electrical, 
and electromechanical static analyses were done with 50 element meshes to verify the finite element 
formulations which are presented in the previous section (Fig. 4 to Fig. 6).  

 

  
Fig. 4. Comparison of proposed finite element model and ANSYS: load-displacement  

 

  
Fig. 5. Comparison of proposed finite element model and ANSYS: voltage-displacement  

 

  
Fig. 6. Comparison of proposed finite element model and ANSYS: electromechanical-displacement  
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3. Conclusions 

In this paper, a finite element numerical formulation of a smart composite orthotropic beam is obtained 
based on the theory of continuous motion kinetics. In this formulation, the second-order partial differential 
equation system of motion was developed using Hamiltonian's advanced mechanics. The direction of 
polarization and the intensity of the electric field applied to the active material are parallel to the thickness of 
the beam. In the numerical simulation in the finite element model, three 10, 50 and 100 elements are created. 
Then, in a parametric analysis, three sets of mechanical, electrical, and electromechanical static loading were 
performed. Two criteria were selected to validate the finite element model and the written program. The first 
criterion is to estimate the principle of electromechanical energy conservation between the electro elastic and 
internal kinetic potential energies with the external work performed by the electromechanical forces. The 
second criterion is the comparison between the displacements resulting from the numerical model and the 
ANSYS results. The results show that the finite element formulation has good accuracy and efficiency. 
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