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 روش فوريه در فضای هيلبرت های بلند بهتحليل رفتار مهار بازويی ميراشده در سازه

 
 0*افشار، مجید امین8امیرحسین طاهرخانی

 
 قزوین )ره(المللی امام خمینیدانشگاه بیندانشکده فنی و مهندسی، کارشناسی ارشد مهندسی عمران گرایش سازه،  آموختهدانش 8
 قزوین )ره(المللی امام خمینیاستادیار گروه مهندسی عمران، دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه بین 0
 

 (02/2/99، نشر آنلاین: 02/2/99، پذیرش: 08/1/91)دریافت: 

 

 چکيده

ي جهت اهاي مقاوم سازهباشد. انواع مختلف سیستممکان جانبی سازه می هاي بلند، تغییرطراحی در سازه کنندهکنترلترین پارامترهاي از مهمیکی      

 ، کلله در این میللان، سلللیسلللتم هسلللتلله مرکزي بللا مهللار بللازویی و میراگر ویسلللکوزاسلللت تحمللل بللارهللاي جللانبی و نقلی پیشلللنهللاد شلللده

(The central core system with outrigger and viscous damper ) در کاهش لنگر واژگونی و بهبود معیارهاي عملکردي سللازه  ياملاحظهقابلنقش

هاي قبلی انر توأم نیروي محوري و سللختی گیرد. در پژوهشجرمش در انر شللتاج جاهبه زمین تحت بار محوري قرار می خاطر بهدارد. هسللته مرکزي 

 ندمهاربر لحاظ نشده است. در این پژوهش ارتعاشا  آزاد و اجباري سیستم هسته مرکزي به انضمام هاي پیرامونی بر ارتعاشلا  سلیسلتم موردنظسلتون

گیرد. با توجه به مختلط بودن مقادیر ویژه و غیر متعامد قرار می یموردبررسبازویی و میراگر ویسلکوز، با لحاظ نیروي محوري ناشی از جرم هسته مرکزي 

 براي دسلللتیللابی بلله پللاسلللت سلللیسلللتم، از تکنیللی متعللامللدسلللازي بردارهللاي ویژه در فضلللاي هیلبر  بودن بردارهللاي ویژه این سلللیسلللتم و

(Hilbert Spaceو ) لحاظ انر نیروي محوري باعث افزایش  که دهدیمشود. نتایج حاال نشان بسلط سلري فوریه بر اسلاس بردارهاي حاالل است اده می

 شود.جایی نسبی طبقا ، برش پایه و لنگرپایه میجابه
 

 سازه بلند، کنترل سازه، دینامیی سازه، مهاربند بازویی، فضاي هیلبر . :هادواژهيکل

 
 مقدمه -1

شهرنشینی و افزایش تقاضا و بالا رفتن قیمت با افزایش رشد 

زمین، طراحان براي است اده حداکثر از فضاي موجود به طراحی 

هایی با ارت اع زیاد )بلندمرتبه( روي آوردند. از طرفی ساختمان

هاي وارده ناشی از آن هاي طبیعی و تلاش براي کاهش خسار بلا

ندسی سازه بوده ها در زمینه مهترین هدفهمواره یکی از مهم

هاي کارآمد براي محافظت از سازه در برابر روش است. دستیابی به

-ههاي طراحی سازنیروهایی مانند باد و زلزله، یکی از نخستین گام

هاي کنترل سازه گردیده است. سیستم ها بوده و منجر به ارائه

، 8اي شامل سه سیستم کنترل فعالهاي کنترل سازهسیستم

باشند. کنترل غیرفعال می 0فعالو کنترل نیمه 0لکنترل غیرفعا

کنترل سازه براي محافظت از سازه در برابر  يهاسمیمکانیکی از 

که با افزودن سختی و میرایی سازه، انرژي  بارهاي جانبی است،

و  Spencer Jrکند )ناشی از بارهاي خارجی را مستهلی می

                                                 
1. Active control 
2. passive control 

، Mulligan؛ 8999همکاران، و  Symans؛ 0330، همکاران

ایج اي رهاي سازه(. سیستم مهاربند بازویی یکی از سیستم0332

کارگیري این سیستم در اواخر دهه هاي بلند بوده و بهدر ساختمان

 .(CTBUH ،0380ه تاد میلادي گسترش یافت )

سیستم مهاربند بازویی به انضمام میراگر ویسکوز توسط 

Wilford ( و 0332و همکاران )Gamaliel (0331 ارائه شد و انر )

نشان داد که O'Neill(0332 )  بررسی شد. هاي بلندآن در سازه

ی به بازوی است اده از میراگر و افزایش میرایی در سیستم مهاربند

نسبت افزایش سختی و ابعاد سازه، راهکاري مناسب براي کاهش 

 هاي سازه است.و کنترل تغییر مکان

Chen ( با حل مع0383و همکاران ) ادله دی رانسیل جزئی

ها و مقدار ویژه پرداخته و یی روش مسئله به محاسبه مود شکل

سازه   اعارت درتقریبی براي تعیین موقعیت بهینه میراگر ویسکوز 

 ارائه دادند.

3. Semi-active control 
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هاي با است اده از الگوریتم( نیز 8091فرزاد و همکاران )

-ر قاجدفراکاوشی به تعیین موقعیت بهینه سیستم مهاربند بازویی 

هاي آزمایشی و چنین پژوهشهماند. هاي فولادي بلند پرداخته

تحلیلی نیز حاکی از آن است که است اده از سیستم مهاربند بازویی 

و  Tanها بلند مؤنر است )در کاهش تغییر مکان جانبی سازه

 (.0380همکاران، 

Deng ( به بررسی نقش سیستم هسته 0380و همکاران )

در کنترل پاست  4مرکزي با مهاربند بازویی و میراگر هیسترتیی

هاي بلند پرداخته و از روش اجزاي محدود براي حل معادله سازه

( از روش سري 0380و  0388) Jovanovich است اده کردند.

یري با براي بررسی ارتعاشا  عرضی ت 2فوریه در فضاي هیلبر 

شرایط مرزي انتهایی ویسکوز خطی و ویسکوز پیچشی است اده 

کرد. در این مقاله به بررسی ارتعاشا  سازه و تأنیر سیستم هسته 

مرکزي با مهاربند بازویی میراشده با لحاظ نیروي محوري )ناشی 

از جرم هسته مرکزي( در کنترل تغییر مکان جانبی ناشی از 

شود. در تحقیقا  گذشته انر می بارگذاري هارمونیی پرداخته

ا و ههاي پیرامونی و تأنیر نیروي محوري بر فرکانسسختی ستون

تغییر مکان جانبی سازه لحاظ نشده است. براي حل معادله 

دی رانسیل جزئی حاکم بر مسئله از روش سري فوریه با تعریف 

، Naimarkشود )اپراتور دی رانسیلی در فضاي هیلبر  است اده می

 (.Muller ،8922؛ 8922

 

مدل )پيشنهادی( سيستم هسته مرکزی با مهاربند  -5

 بازويی و ميراگر ويسکوز با اثر بار محوری

شامل یی تیر طره با عملکرد خمشی  شدهارائه( مدل 8) شکل

 هسته مرکزي در نظر گرفته شده است. عنوانبهاست که 

 

 
 

ميراگر ويسکوز سيستم هسته مرکزی با مهار بازويی و  -1شکل 
 با اثر نيروی محوری

                                                 
4. Hystertic 
5. Hilbert Space 

6. Hamilton's method 

7. Determinant 

 هايمهار بازویی همانند تیري الب، هسته سازه را به ستون

نماید. تغییر شکل خمشی پیرامونی و میراگر ویسکوز متصل می

شود هسته ناشی از بارهاي جانبی منجر به دوران مهار بازویی می

اي اگرههاي پیرامونی و میراتصال مهار بازویی به ستون ازآنجاکهو 

ویسکوز م صلی در نظر گرفته شده است، دوران الب مهار بازویی 

هاي پیرامونی و باعث ایجاد کوپل نیرو محوري در ستون

-علت انر سختی ستون نیهم بهمیراگرهاي ویسکوز خواهد شد. 

ز اور  سختی پیچشی و ویسکوهاي پیرامونی و میراگر ویسکوز به

مسئله اعمال شده است. سختی پیچشی در شرایط مرزي انتهایی 

عنوان پارامترهاي تأنیرگذار در مسئله بوده هاي پیرامونی بهستون

علت انرش در محاسبا  لحاظ شده است. میراگر  نیهم بهو 

از نوع میراگر ویسکوز خطی است که در راستاي قائم  مورداست اده

ته کار رفبه دو سر مهاربند بازویی متصل شده است. پارامترهاي به

 هر (، بازویی درLباشد: ارت اع سازه )در شکل شامل این موارد می

 (، میرایی میراگر ویسکوزsk) (، سختی محوري ستونrسو از سازه )

(dC( سختی خمشی هسته ،)EIسختی پیچشی ستون ،)( هاθk ،)

(، بار محوري ناشی از جرم θC) میرایی پیچشی میراگر ویسکوز

 .(m) ل هسته( جرم واحد طوP) هسته مرکزي

 

 مسئلههای حل گام -5-1

 ظرموردنمرزي سیستم  طیشرا واول معادله دی رانسیل در گام 

گردد. در گام دوم، پس از محاسبه استخراج می 2به روش همیلتون

-شوبا ر ،هاي طبیعی سیستمماتریس ضرایب، فرکانس 2دترمینان

وابستگی گام سوم  گردد. درمی محاسبه 1هاي عددي )روش مولر(

مقدار ویژه به شرایط مرزي با است اده از اپراتورهاي متعامدساز رفع 

 9مودالآنالیز انتها با  گردد. درشکل سازه محاسبه می شده و مود

جایی جانبی هسته( سازه محاسبه هو سري فوریه پاست نهایی )جاب

 گردد.می

 

شرايط مرزی حاکم بر  استخراج معادله ديفرانسيل و -5-5

 سيستم

 کار جنبشی ناشی از اینرسی در طول واحد هسته مرکزي:
 

T = ∫
1

2
m (

∂u(x. t)

∂t
)

2

dt         
t

0

 (8) 

 

متغیر  برحسب 83عملگر وردشیِبا است اده از اال حساج تغییرا  )

u( رابطه )آید.دست می ( به0 
 

𝛿𝑇 = − ∫ 𝑚(
𝜕2𝑢(𝑥. 𝑡)

𝜕2𝑡
)𝛿𝑢𝑑𝑡         

𝑡

0

 (0) 

8. Muller's method 

9. Modal 
10. Variation 



 111-141(، 1041)بهار  1، شماره 25نشريه مهندسی عمران و محيط زيست، جلد . ح. طاهرخانی، م. امين افشار /  ا

 

 

111 

 بار کمانش محوري:کار ناشی از نیروي خارجی 
 

V = − ∫
1

2
𝑃 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥         
𝐿

0

 

𝛿𝑉 = ∫ 𝑃 (
𝜕2𝑢(𝑥. 𝑡)

𝜕2𝑥
) 𝛿𝑢𝑑𝑥 𝑃

𝜕𝑢(𝐿. 𝑡)

𝜕𝑥
𝛿𝑢     

𝐿

0

 

(0) 

 

 کار پتانسیل حاال از انرژي کرنشی هسته مرکزي:
 

𝑊 = ∫
1

2
𝐸𝐼 (

𝜕2𝑢

𝜕2𝑥
)

2

𝑑𝑥         
𝐿

0

 

𝛿𝑊 = 𝐸𝐼
𝜕2𝑢(𝐿. 𝑡)

𝜕2𝑥
𝛿

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

𝜕3𝑢(𝐿. 𝑡)

𝜕3𝑥
𝛿𝑢 

+ ∫ 𝐸𝐼 (
𝜕4𝑢

𝜕4𝑥
) 𝛿𝑢𝑑𝑥

𝐿

0

 

(4)  

 

 ویسکوز: پیچشی 88خارجی دمپرکار 

عملگر وردشی زیر در بازه زمانی براي نقطه  ،فنر پیچشی براي

 باشد.انتهایی برقرار می
 

𝛿𝑉 = ∫ 𝐶𝑑 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
) 𝛿

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 →  𝑥 = 𝐿  

𝑡

0

  (2)  

 

 کار خارجی ناشی از فنر پیچشی:

عملگر وردشی زیر در بازه زمانی براي  ،دمپر پیچشی ویسکوز براي

 .باشدنقطه انتهایی برقرار می
 

𝛿𝑉 = ∫ 𝑘𝜃 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) 𝛿

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 →  𝑥 = 𝐿  

𝑡

0

 (2) 

 

و کار  K جنبشی ،Uهاي پتانسیل انرژي پتانسیل کل مجموع انرژي

 شود:گونه محاسبه میاین Vهاي خارجی ناشی از نیروي
 

𝜋 = 𝑇 − (𝑊 + 𝑉) (2)  
 

از حساج تغییرا  و اال بقاي انرژي رابطه زیر برقرار  با است اده

 گردد:می
 

𝛿𝜋 = 𝛿𝑇 − (𝛿𝑊 + 𝛿𝑉) = 0 

𝛿𝜋 = ∫ ∫ [−𝑚 (
𝜕2𝑢

𝜕2𝑡
) − 𝑃 (

𝜕2𝑢

𝜕2𝑥
)

𝐿

0

𝑡

0

−  𝐸𝐼 (
𝜕4𝑢

𝜕4𝑥
)]𝛿𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡  

+ ∫ 𝐸𝐼
𝜕3𝑢

𝜕3𝑥
𝛿𝑢𝑑𝑡

𝑡

0

+ ∫ 𝑃 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) 𝛿𝑢𝑑𝑥 

𝑡

0

 

∫ [−𝐸𝐼
𝜕2𝑢

𝜕2𝑥
−𝑘𝜃 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) − 𝐶𝜃 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
)] 𝛿

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

(1)  

 

 محاسبه مقدار ويژه با تکنيک جداسازی متغيرها -5-3
 

𝜕2𝑢(𝑥. 𝑡)

𝜕2𝑡
+ 𝑘2

𝜕2𝑢(𝑥. 𝑡)

𝜕2𝑥
+ 𝑐2  

𝜕4𝑢(𝑥. 𝑡)

𝜕4𝑥
= 𝑞(𝑥. 𝑡) (9) 

                                                 
11. Damper 

12. Hamilton's principle 

.𝑞(𝑥جایی جانبی هسته، هجاب 𝑢بیانگر زمان،  𝑡( 9در رابطه ) 𝑡) 

 نیروي برشی در واحد وارد بر هسته است.

𝑐2(9) در معادله =
𝐸𝐼

𝑚
𝑘2و    =

𝑃

𝑚
 ،معادلهاین در  باشد.می 

دینامیکی با انر بار معادله کمانش تیر یی سرگیردار در حالت 

-می محاسبه 80باشد که با است اده از اال هملیتونمحوري می

 گردد.

 شرایط مرزي مسئله:
 

1) u(0. t) = 0                     2)
∂u(0. t)

∂x
= 0 

3) 
∂2u(L. t)

∂2x
= −h2

∂u(L. t)

∂x
− h1

∂2u (L. t)

∂x ∂t
 

4) 
∂3u(L. t)

∂3x
= −h3

∂u(L. t)

∂x
 

(83)  

 

ℎ2 ،در رابطه بالا =
𝑘𝜃

𝐸𝐼
ℎ1و  =

𝐶𝜃

𝐸𝐼
ℎ3 و   =

𝑝

𝐸𝐼
𝐶𝜃 و  = 2𝑟2𝐶𝑑 و 

𝐾𝜃 = 2𝑟2𝐾𝑠 توجه گردد که انر سختی و میرایی ستون. باشدمی-

سازي سیستم هسته مرکزي ( و در مدل8هاي پیرامونی در شکل )

اور  عملکرد اهرمی مهار بازویی بهبا مهار بازویی به سبب 

𝐾𝜃 هاي سختی پیچشیکمیت = 2𝑟2𝐾𝑠 و میرایی پیچشی 

𝐶𝜃 = 2𝑟2𝐶𝑑  ( و معادلۀ (1)در معادلا  دی رانسیل )معادلۀ

 80یلیرامطابق با تئوري  اند.( بروز کرده(83)شرایط مرزي )معادلۀ 

اور  ضریبی از جرم سازه در دینامیکی به 84تهیسکوزیوضریب 

 .(Chopra، 8992) نظر گرفته شده است
 

𝐶𝑑 = 2𝑀𝜔𝜉 (88) 
 

 شرایط اولیه مسئله:
 

1) 𝑢(𝑥. 0) = 𝑓(𝑥)           2) 
𝜕𝑢(𝑥. 0)

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑥) (80) 

 

 ( با است اده از تکنیی جداسازي متغیرها:9حل معادله )
 

𝑢(𝑥. 𝑡) = 𝜑(𝑥)𝑒𝜆𝑡  

𝑐2
𝑑4𝜑(𝑥)

𝑑4𝑥
+ 𝑘2

𝑑2𝜑(𝑥)

𝑑2𝑥
+ 𝜆2𝜑(𝑥) = 0 

(80) 

 

 مرزي با اعمال جداسازي متغیرها:شرایط 
 

1) 𝜑(0) = 0                 2)
𝑑𝜑(0)

𝑑𝑥
= 0 

3) 
𝑑2𝜑(𝐿)

𝑑2𝑥
= (−ℎ1𝜆 − ℎ2)

𝑑𝜑(𝐿)

𝑑𝑥
 

4)
𝑑3𝜑(𝐿)

𝑑3𝑥
= −ℎ3

𝑑𝜑(𝐿)

𝑑𝑥
 

(84) 

 

( یی معادله دی رانسیل خطی معمولی بوده که جواج 80معادله )

 :باشدعمومی معادله به این اور  می

13. Riley Theory 
14. Viscosity 
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𝜑(𝑥) = 𝑐𝑒𝑓𝑥 (82) 

𝑓1.3 = ±√−𝑘2 + √𝑘4 − 4𝑐2𝜆2𝑖

2𝑐2
 

𝑓2.4 = ±√−𝑘2 − √𝑘4 − 4𝑐2𝜆2𝑖

2𝑐2  

 

(82) 

 باشند.( می80هاي معادله )( ریشه82هاي معادله )عبار 
 

𝜑(𝑥) = 𝐶1𝑒𝑓1𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑓1𝑥 + 𝐶3𝑒𝑓2𝑥 + 𝐶4𝑒−𝑓2𝑥 (82) 
 

( به این اور  80( در معادله )84شرایط مرزي معادله ) يگذاریجا

 باشد:می
 

1)  C1 + C2 + C3 + C4 = 0 
2)  f1C1 − f1C2 + f2C3 − f2C4 = 0 

3)  (f1
3 + ℎ3f1)ef1LC1 + (−f1

3 − ℎ3f1)e−f1LC2 
+(f2

3 + ℎ3f2)ef2LC3 + (−f2
3 − ℎ3f2)e−f2LC4 = 0 

4)  (f1
2 + (h1λ+h2)f1)ef1LC1 

+(f1
2 − (h1λ+h2)f1)e−f1LC2 

+(f2
2 + (h1λ+h2)f2)ef2LC3 + 

(f1
2 − (h1λ+h2)f2)e−f2LC4 = 0 

(81)  

 

تمامی معادلا  بالا برابر  ،راستکه در تساوي سمت با توجه به این

باشند، مسئله از نوع مقدار ویژه بوده و براي محاسبه مقدار میا ر 

 باشد:ضرایب برابر ا ر می ماتریس 82ویژه، دترمینان
 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0 
 

( مشخص است مقدار ویژه، تابع 84طوري که از عبار  )همان

محاسبه باشد. پس از شرایط مرزي بوده و عددي مختلط می

هاي عددي خاای دترمینان ماتریس ضرایب، مقدار ویژه با روش

  باشد.می محاسبهقابل)روش مولر( 
 

𝜑(𝑥) = 𝐶4(𝐷1𝑒𝑓1𝑥 + 𝐷2𝑒−𝑓1𝑥 + 𝐷3𝑒𝑓2𝑥

+ 𝑒−𝑓2𝑥) 

𝑠1 = 𝑓1
3 + ℎ3𝑓1.  𝑧1 = (𝑓1

2 + (ℎ1𝜆+ℎ2)𝑓1)        
𝑠2 = −𝑓1

3 − ℎ3𝑓1  

𝑧2 = (𝑓1
2 − (ℎ1𝜆+ℎ2)𝑓1)                                

𝑠3 = 𝑓2
3 + ℎ3𝑓2. 𝑧3 = (𝑓2

2 + (ℎ1𝜆+ℎ2)𝑓2)        
𝑠4 = −𝑓2

3 − ℎ3𝑓2   

𝑧4 = (𝑓2
2 − (ℎ1𝜆+ℎ2)𝑓2)                     

𝑎1 =
𝑓1 − 𝑓2

−2𝑓1
 . 𝑎2 =

𝑓1 + 𝑓2

−2𝑓1
    

𝐷3 = ((𝑠4 − 𝑧4) 𝑒𝑥𝑝(−𝑓2𝐿)
+ (−𝑎2 − 1)(𝑠1

− 𝑧1) 𝑒𝑥𝑝(𝑓1𝐿)) 
+𝑎2(𝑠2 − 𝑧2)𝑒𝑥𝑝 (−𝑓1𝐿))

/((𝑠3 − 𝑧3) 𝑒𝑥𝑝(𝑓2𝐿)) 
+(−a1 − 1)(s1 − z1)exp(f1L) + a1(s2

− z2)exp(−f1L)) 
D2 = (a1D3 + a2) 
𝐷1 = (−1−𝐷2 − 𝐷3) 

(89) 

                                                 
15. Determinant 

وان تکه مسئله از نوع مقدار ویژه بوده، میبا توجه به این ضمناً    

نشان داد.  𝐶4تمامی ضرایب مجهول معادله را تنها برحسب ضریب 

از  𝐷3و   𝐷2و  𝐷1اور  مضارج به 𝐶3و  𝐶2و  𝐶1 تمامی ضرایب

𝐶4   نوشته شده و به این ترتیب𝐶4 باشد.تنها مجهول معادله می 

 

 11فضای هيلبرتمتعامدسازی در  -5-0

اور  زیر اپراتور دی رانسیلی خطی در فضاي برداري به

 شود: تعریف می
 

𝑤(𝑥. 𝑡) = (

𝜕𝑢(𝑥. 𝑡)
𝜕𝑡

𝜕𝑢(𝑥. 𝑡)
𝜕𝑥

)  𝑄(𝑥. 𝑡) = (
𝑞(𝑥. 𝑡)

0
) (03) 

 

 شود:اور  زیر تعریف میمتعامدساز نیز به اپراتور
 

𝑇 = (
0 −𝑐2  

𝜕3

𝜕3𝑥
−𝑘2 𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑥
                  0

)
𝜕𝑤(𝑥. 𝑡)

𝜕𝑡

= 𝑇𝑤(𝑥. 𝑡) + 𝑄(𝑥. 𝑡) 

(08) 

 

 گردد:و شرایط اولیه به این اور  تعریف می
 

w(x. 0) = (
𝑓′(x)

g(x)
) (00) 

 

 توان چنین نوشت:با است اده از تکنیی جداسازي متغیرها می
 

w(x. t) = u(x)eλt (00) 
 

u(x) هاي برداري ل هؤبردار مودي و داراي م𝑢1(𝑥)  و𝑢2(𝑥) می-

 باشد.
 

u(𝑥) = (
𝑢1(𝑥)

𝑢2(𝑥)
) (04)  

 

در شرایط مرزي  يگذاریجا( و 04( و )03) با است اده از معادله

 ( به این اور  خواهد بود. 88رابطه ) ،مسئله
 

𝑇𝑢(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥) 
1)𝑢1(0) = 0 
2)𝑢2(0) = 0 
3)𝑢′′

2(𝐿) = −ℎ3𝑢2(𝐿) 
4)𝑢′

2(𝐿) = −(ℎ1𝑢′
1(𝐿)+ℎ2𝑢2(𝐿) 

 

(02) 

با مقایسه بین شرایط مرزي اولیه و شرایط مرزي با انر اپراتور 

شود که با انتخاج اپراتور دی رانسیلی و متعامدساز مشخص می

(، 02اپراتور متعامد ساز فرض شده و اعمال آن، مطابق رابطه )

 باشد.شرایط مرزي وابسته نمیدیگر مقدار ویژه به 

 

 

16. Hilbert Space 



 111-141(، 1041)بهار  1، شماره 25نشريه مهندسی عمران و محيط زيست، جلد . ح. طاهرخانی، م. امين افشار /  ا

 

 

113 

 ضرب داخلی بردارها -5-2

هاي و با است اده از ویژگی  𝑣(𝑥)در این بخش با تعریف بردار 

 ضرج داخلی بردارها در فضاي مختلط، ماتریس متعامدساز مزدوج

𝑇∗  متناظر با𝑇 آید و با است اده از آن ضریب دست میه ب𝐶4  را

 توان محاسبه کرد. نیز می
 

𝑋 = {𝑢(𝑥): 𝑢(𝑥)

= (
𝑢1(𝑥)

𝑢2(𝑥)
) . 𝑢1(𝑥). 𝑢2(𝑥): [0. 𝐿] → 𝐶&𝑥𝜖𝑅} (02) 

 

𝑋  معرف فضاي برداري مودي𝑢(𝑥)  بوده و𝑢1(𝑥)  و𝑢2(𝑥) ل هؤم-

مقادیر حقیقی از  يازا بهل ه ؤباشد و این دو مهاي بردار مودي می

𝑥  داراي مقادیر مختلط𝐶 ضرج داخلی بردارها کمیتی  باشند.می

X  و به این اور :باشد اسکالر می × X = F  قابل نمایش  <.,.>یا

توان را می v(x)و  u(x)داخلی بردارهاي مودي  ضرجحاال است.

 اور  زیر نمایش داد:به

>براي ضرج داخلی دو بردار مختلط  𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥) باید مزدوج   <

 ضرج داخلی شود. v(x)بردار در بوده  𝑢̅(𝑥)که  u(x) مختلط بردار
 

< 𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥) >  

= ∫[𝑢̅1(𝑥)𝑣1(𝑥) + 𝑢̅2(𝑥)𝑣2(𝑥)]𝑑𝑥

𝐿

0

 
(02)  

 

𝑢̅2(𝑥)  و𝑢̅1(𝑥)  مزدوج مختلط متناظر با𝑢2(𝑥)  و𝑢1(𝑥)  فرض

𝑔1(𝑥))هايل هؤبا م g(x) شود که بردارمی

𝑔2(𝑥)
وجود دارد و   (

-برابر ا ر می 𝑢̅(x)داخلی برداري آن با بردار مزدوج  ضرجحاال

است اده از با . باشد(عمود می u(x)بر بردار  g(x)باشد. )یعنی بردار 

 نوشت توانیمهاي ضرج داخلی بردارها یکی از ویژگی

(Naimark ،8922): 
 

< 𝑔(𝑥). 𝑢(𝑥) > =< 𝑣(𝑥). 𝑇𝑢(𝑥) >  

∫[𝑔̅1(𝑥)𝑣1(𝑥) + 𝑔̅2(𝑥)𝑣2(𝑥)]𝑑𝑥

𝐿

0

 

=  ∫ 𝑣̅1(𝑥)[0    − 𝑐2  
𝜕3

𝜕3𝑥
−𝑘2

𝜕

𝜕𝑥

𝐿

0

] (
𝑢1(𝑥)

𝑢2(𝑥)
)

+ 𝑣̅2(𝑥) [
𝜕

𝜕𝑥
  0] (

𝑢1(𝑥)

𝑢2(𝑥)
) 𝑑𝑥 

= ∫ [𝑣̅1(𝑥) − 𝑐2𝑢′′′
2(𝑥)−𝑣̅1(𝑥) 𝑘2𝑢′

2(𝑥)
𝐿

0

]

+ [𝑣̅2(𝑥)𝑢′
1(𝑥)]𝑑𝑥 

(01)  

 

 ود: شسازي میگیري جزء به جزء از رابطه بالا و مرتبو با انتگرال
 

𝑇∗𝑣(𝑥) = 𝜇𝑣(𝑥) 
1)𝑣̅1(0) = 0 
2)𝑣̅′

1(0) = 0 

3)𝑣̅′′
1(𝐿) = (−

𝑘2

𝑐2 − ℎ3) 𝑣̅1(𝐿) − ℎ2𝑣̅′
1(𝐿) 

4) 𝑣̅2(0) = 0 

(09) 

                                                 
17. Hermetic quasi-matrix 

( شرایط مرزي براي اپراتور 09دست آمده )ههاي بعبار 

باشد و می v(x)بوده و تنها وابسته به بردار  ∗𝑇متعامدساز مزدوج 

 ∗𝑇 در شرایط مرزي ظاهر نشده و اپراتور متعامدساز 𝜇 مقدار ویژه

 باشد.می استخراجقابل( 01از عبار  آخر معادله )
 

𝑇∗ = (
0                −

𝜕
𝜕𝑥

𝑐2  
𝜕3

𝜕3𝑥
+𝑘2 𝜕

𝜕𝑥
    0

) (03) 

 

∗𝑇شود که مشخص می ∗𝑇و   𝑇با مقایسه بین = −𝑇𝑡  اپراتور(

متعامدساز مزدوج برابر با من ی ترانهاده حاده اپراتور متعامدساز 

کننده این است که اپراتور متعامدساز ماتریس باشد( بوده و بیانمی

 .باشدمی 82یتیهرمشبه 
 

𝑇𝑢(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥) 

𝑢𝑛(𝑥) = (
𝑢1.𝑛(𝑥)

𝑢′
1.𝑛(𝑥)
𝜆𝑛

) (08) 

 

به این  𝑣𝑛(𝑥)و 𝑢𝑛(𝑥)با است اده از شرط متعامد بودن ، بردار ویژه 

 گردد.ترتیب محاسبه می
 

T∗v(x) = μv(x) 

𝑣n(x) = (
v1.n(x)

c2v′′′
1.n(x) + k2v′

1.n(x)
𝜇𝑛

) 

𝑣n(x) = (
𝑢̅1.n(x)

𝑐2𝑢̅′′′
1.n(x) + 𝑘2𝑢̅′

1.n(x)
𝜆𝑛

) 

 

(00) 

و خاایت ضرج  v(x)و  u(x)اکنون با است اده از بردارهاي ویژه 

 نوشت: توانیمداخلی برداري 
 

< 𝑣(𝑥). 𝑢(𝑥) > 

= ∫[𝑣̅1(𝑥)𝑢1(𝑥) + 𝑣̅2(𝑥)𝑢2(𝑥)]𝑑𝑥

𝐿

0

= 1 

𝐶4 = 
1

√∫ [𝜙𝑛
2(𝑥)𝜆𝑛

2 + (𝑐2𝜙′′′
1.𝑛

(𝑥) + 𝑘2𝜙′
1.𝑛

(𝑥)) (𝜙′
1.𝑛

(𝑥))] 𝑑𝑥
𝐿

0

 

(00) 
و با  شدهمحاسبهبا است اده از معادله بالا  𝐶4پارامتر مجهول 

-مقدار ویژه يازا به 𝑢1.𝑛(𝑥)هاي شکل مود 𝐶4است اده از ضریب 

 شود. محاسبه میهاي مختلف 

 

 آناليز مودال -5-1

 نوشت: توانیمبا است اده از قاعده جداسازي متغیرها 
 

w(x. t) = ∑ 𝜂𝑟(𝑡)𝑢𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

 (04) 
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 :آیددست میه ( این معادله ب04رابطه ) ( و03) با است اده از معادله
 

𝑤(𝑥. 𝑡) = ∑ 𝜂𝑟̇(𝑡)𝑢𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

 

= 𝑇 ( ∑ 𝜂𝑟(𝑡)𝑢𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

) + 𝑄(𝑥. 𝑡) 

= ∑ 𝜂𝑟(𝑡)𝜆𝑟𝑢𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

+ 𝑄(𝑥. 𝑡) 

𝜂𝑟̇(𝑡) = 𝜂𝑟(𝑡)𝜆𝑟 + ∫ 𝑞(𝜉. 𝑡)
𝐿

0

𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉.  𝑟

= ±1. ±2. ±3. … 

(02) 

 

 توان نوشت:( می02با است اده از تبدیل لاپلاس براي عبار  )
 

𝜂𝑟̃(𝑠) =
𝜂𝑟(0)

𝑠 − 𝜆𝑟
+

1

𝑠 − 𝜆𝑟
∫ 𝑞̃(𝜉. 𝑠)

𝐿

0

𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉  (02) 

 

این نتیجه حاال ( 03با تبدیل لاپلاس از اپراتورهاي دی رانسیلی )

 شود:می
 

𝐿{𝑤(𝑥. 𝑡)} = 𝐿 {(

𝜕𝑢(𝑥. 𝑡)
𝜕𝑡

𝜕𝑢(𝑥. 𝑡)
𝜕𝑥

)} 

= ∑ 𝐿{𝜂𝑟(𝑡)}𝑢𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

 

(02)  

 

(
𝑠𝑢̃(𝑥. 𝑠) − 𝑢̃(𝑥. 0)

𝜕𝑢̃(𝑥. 𝑠)
𝜕𝑥

) = ∑ 𝜂𝑟(𝑠) (
𝑢1.𝑟(𝑥)

𝑢2.𝑟(𝑥)
)

+∞

𝑟=−∞

 (01) 

 

( و 01ل ه اول معادله )ؤبا مساوي قرار دادن سمت چپ و راست م

 به این اور  نوشت: توانیم ،سازي آنمرتب
 

𝑢̃(𝑥. 𝑠)

=
𝑢(𝑥. 0)

𝑠
+ ∑

𝜂𝑟(0)

𝑠(𝑠 − 𝜆𝑟)
𝑢1.𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

+ ∑ [
1

𝑠(𝑠 − 𝜆𝑟)

+∞

𝑟=−∞

∫ 𝑞̃(𝜉. 𝑠)
𝐿

0

𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉]𝑢1.𝑟(𝑥)   

(09) 

 

 شود:( این نتایج حاال می09و با تبدیل لاپلاس معکوس عبار  )
 

𝑢(𝑥. 𝑡) = 𝑢(𝑥. 0) + ∑ 𝜂𝑟(0) (−
1

𝜆𝑟

(1 − 𝑒𝜆𝑟𝑡)) 𝑢1.𝑟(𝑥)

+∞

𝑟=−∞

 

+ ∑ [∫ (−
1

𝜆𝑟

(1 − 𝑒𝜆𝑟(𝑡−𝜏))]
𝑡

0

+∞

𝑟=−∞

∫ 𝑄(𝜉. 𝜏)
𝐿

0

𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏)𝑢1.𝑟(𝑥) 

(43) 

𝜂𝑟(0) :باید با توجه به شرایط اولیه معادله محاسبه گردد 
 

𝑤(𝑥. 0) = (

𝜕𝑢(𝑥. 0)
𝜕𝑡

𝜕𝑢(𝑥. 0)
𝜕𝑥

) = (
𝑔(𝑥)

𝑓′(𝑥)
) (48)  

= ∑ 𝜂𝑟(0)

+∞

𝑟=−∞

(
𝑢1.𝑟(𝑥)

𝑢2.𝑟(𝑥)
) 

𝜂𝑟(0) = ∫ [𝑔(𝜉)
𝐿

0

𝑢1.𝑟(𝜉) 

+
1

𝜆𝑛
(𝑐2𝑢′′′

1.𝑟(𝑥) + 𝑘2𝑢′
1.𝑟(𝑥))𝑓′(𝜉)𝑑𝜉 

(40) 

 

 :به این اور  نوشت توانیم( را 40جزء عبار  )بهبا انتگرال جزء
 

𝜂𝑟(0) = ∫ [𝑔(𝜉) + 𝜆𝑟𝑓(𝜉)]
𝐿

0

𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉 (40) 

 

هاي برداري ( با توجه به ویژگی43برخی از جملا  رابطه )

 باشد.اور  زیر میو جواج نهایی به شدهحذف
 

u(x. t) 

= ∑ {∫ [g(ξ)
L

0

+∞

r=−∞

+ λrf(ξ)] u1.r(ξ)dξ}
u1.r(x)eλrt

λr
 

+ ∑
u1.r(x)

λr
∫ eλr(t−τ)

t

0

+∞

r=−∞

∫ Q(ξ. τ)u1.r(ξ)dξdτ
L

0

 

 

(44)  

باشد و جایی جانبی هسته مرکزي میه( معادله جاب44معادله )

عبار  اول مربوط به پاست سیستم به ارتعاشا  آزاد ناشی از 

تحریی اولیه و عبار  دوم پاست سیستم به ارتعاشا  اجباري 

 باشد. ناشی از بارگذاري هارمونیی می

 

 تحليل عددی و نتايج  -3

 سنجی عملکرد مدل بررسی و صحت -3-1
سنجی نتایج حاال از این در این بخش، نخست براي احت

وسط ت شدهارائهتحقیق، به مقایسه نتایج مدل پیشنهادي با مدل 

(Jovanovich ،0380پرداخته می ) شود. در مدل این محقق تنها

انر میراگر ویسکوز پیچشی در کنترل ارتعاشا  عرضی تیر لحاظ 

در این پژوهش حاضر، به بررسی ارتعاشا   کهیدرحالشده است 

سیستم هسته مرکزي با مهاربند بازویی و میراگر ویسکوز و انر 

سنجی سه سازه نیروي محوري پرداخته شده است. براي احت

ر گرفته شده است. در سازه اول انر سختی پیچشی مختلف در نظ

در سازه دوم سختی پیچشی  کهیدرحالمحوري لحاظ نشده،  و بار

𝐾𝑠 برابر = 17.55
𝑁

𝑚
محوري برابر ا ر و در سازه سوم سختی  و بار 

𝐾𝑠برابر  یچشیپ = 17.55
𝑁

𝑚
𝑃  محوري برابر و بار  = 1376.76 𝑁 

𝑐𝜃ها برابر است. ویسکوز پیچشی در تمام سازه = 17.55
𝑁𝑠

𝑚
است.  

اگر انر سختی پیچشی انتهایی و نیروي محوري ناشی از جرم عضو 

در معادله لحاظ نگردد، مقادیر ویژه مدل پیشنهادي این مقاله با 

باشد. این در برابر می ( دقیقا0380ً)  Jovanovichمدل در مقاله

ایی هحالی است که در روش محقق پیشین انر سختی پیچشی انت

باشد. اما در مدل پیشنهادي، انر و نیروي محوري قابل ارزیابی نمی



 111-141(، 1041)بهار  1، شماره 25نشريه مهندسی عمران و محيط زيست، جلد . ح. طاهرخانی، م. امين افشار /  ا

 

 

112 

مد( لحاظ  2نیروي محوري بر فرکانس سیستم ) سختی پیچشی و

 گزارش شده است. (8)اور  جدول و به

 

 توسط شدهارائهمقايسه نتايج مدل پيشنهادی با مدل  -1جدول 

(Jovanovich ،5415) های مختلفبرای سازه* 

  فرکانس سازه اول 

 مد (Jovanovich، 0380) مدل پیشنهادي

-33.3361+0i -33.3361+0i 8 

-0.14732+1.6384i -0.14732+1.6384i 0 

-1.7474+10.7672i -1.7474+10.7672i 0 

-3.5790+31.2648i -3.5790+31.2648i 4 

-4.5463+61.5761i -4.5463+61.5761i 2 

  فرکانس سازه دوم

 مد (Jovanovich، 0380) پیشنهاديمدل 

-31.1125+0i - 8 

-0.1280+1.7195i - 0 

-1.6144+10.8881i - 0 

-3.4416+31.2658i - 4 

-4.4706+61.5368i - 2 

  فرکانس سازه سوم

 مد (Jovanovich، 0380) مدل پیشنهادي

-5.8836+0i - 8 

-2.1262+4.1632i - 0 

-2.7533+25.7587i - 0 

-4.183+55.8155i - 4 

* 𝐿 = 1.8 𝑚 . 𝜌 = 7800
𝑘𝑔

𝑚3
. 𝐴 = 0.01𝑚2. 𝐼 = 8.775 × 10−10𝑚4 

 

در ادامه با ارائه یی مدل عددي، عملکرد ساختمان 

طبقه  43، یی ساختمان موردنظرگیرد. مدل قرار می یموردبررس

باشد. ساختمان داراي مهاربند متر می 2/0است و ارت اع هر طبقه 

مشخصا   ارت اع خود بوده و در طبقه آخر قرار دارد.بازویی در 

( 0)سازه و ابعاد مربوط به هسته و طول مهاربند بازویی در جدول 

 .(lGamalie، 0331) زیر نشان داده شده است
 

 
 نما و پلان سازه  -5شکل 

 مشخصات ساختمان -5جدول 

A سطح مقطع هسته = 21.76m2 

Ac هاسطح مقطع ستون = 0.15m2 

ρc جرم مخصوص بتن = 2400
kg

m3
 

I ممان اینرسی هسته = 671.37m4 

Es سیته فولادیمدول الاست = 2 × 1011Pa 

Ec بتن سیتهیمدول الاست = 2.482 × 1010Pa 

r طول مهاربند بازویی = 16.6m 

m جرم واحد طول هسته = 23116
kg

m
 

M جرم هسته  = 32.36 × 105 kg 

L ارت اع سازه = 140m 

𝑐 سازه سرعت موج برشی = 2.68 × 104
𝑚

𝑠
 

λ فرکانس طبیعی نامیرا = 2.37𝐻𝑧 

 

نسبت  یازا بههای مودهای اول تا سوم فرکانس -3جدول 

 %14و ميرايی  N=0.5, N=1, N=2سختی خمشی 
N = 0.5 N = 1 N = مد 2

 

Im(HZ) Re(Hz) Im(Hz) Re(Hz) Im(Hz) Re(Hz) 

29091 -39034 29291 -39022 29434 - 82493  8 

02900 -49892 009112 -09980 089120 -09420 0 

81198 -99203 949322 -19101 119880 -29212 0 

 

هاي اول تا سوم سیستم جدول فوق مقدار ویژه فرکانس

اور  محاسبه شده مقادیر ویژه بدین دهد.را نشان می موردنظر

 است:

ابتدا ماتریس ضرایب حااله از شرایط مرزي مسئله )معادله 

افزار متلب کدنویسی شده است. سپس ( در فضاي نرم(81)

و معادله مطلوبه با جملا   شدهمحاسبهدترمینان ماتریس ضرایب 

و با است اده از روش عددي )مولر( معادله  گرددغیرخطی حاال می

ختلط )فرکانس سازه در هاي مشود و ریشهیابی میغیرخطی ریشه

 شود.نتیجه می مودهاي مختلف(

فرکانس سیستم یی عدد مختلط بوده و داراي قسمت 

باشد. در سیستم بدون میرایی قسمت موهومی و حقیقی می

د در باشحقیقی فرکانس در تمام مودهاي فرکانسی برابر ا ر می

زایش فکه با انر میرایی قسمت حقیقی داراي مقدار بوده و با احالی

یابد. مقدار بخش حقیقی این مقدار افزایش می ییبازو مهارطول 

باشد. انر طول تري میفرکانس مود دوم از فرکانس اول عدد بزرگ

-مهار در افزایش مقدار حقیقی فرکانسی مودهاي بالاتر بیشتر می

افزایش مقدار موهومی باعث کنترل و کاهش دامنه نوسان  باشد.

سازه ناشی از ارتعاشا  اجباري یا تحریی اولیه تغییر مکان جانبی 

گردد. البته قدر مطلق مقادیر ویژه بزرگاي فرکانس سازه می

بوده و کمیتی است معرف میزان سختی یا  موردنظرمختص مُد 



111-141(، 1041)بهار  1، شماره 25ا. ح. طاهرخانی، م. امين افشار /  نشريه مهندسی عمران و محيط زيست، جلد   

 

 

111 

-نرمی سازه و پاست غالب سازه در مدهاي نخست سازه با فرکانس

بت ت معکوس نسکه تانژانکنند. درحالیتر نمود پیدا میهاي پایین

هاي موهومی به حقیقی مقدار ویژه، معرف زاویه فاز حاکم ل هؤم

بین دو مُد سازه بوده و آن کمیتی است که اختلاف فاز زمانی وقوع 

بین دو مُد  πطور مثال اختلاف فاز دهند. بهبین مُدها را نشان می

هاي در جاییهشود، یعنی جابها میسبب عملکرد مخالف هم آن

هاي مُد دیگر کاسته شده و حتی جاییهتواند توسط جابد مییی مُ

 خنثی شود.

 

 
بردارهای مودی چهار فرکانس اول مدل به ازای طول  -3شکل 

  %14با ميرايی  r=16.6mمهار 

 

 بررسی ارتعاشات اجباری ناشی از بار هارمونيک -3-5

با است اده از مقادیر ویژه و بردارهاي مودي  ،در این بخش

لنگر پایه سازه  -برش -( تغییر مکان جانبی44مسئله و معادله )

شود. مشخصا  بارگذاري تحت بارگذاري هارمونیی بررسی می

 :اور  زیر استبراي بررسی عملکرد سازه به موردنظرهارمونیی 
 

𝑄(𝑥. 𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜛𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑓) 

𝐴 = 𝑚 ×
1

2
𝑔. 𝜛 = 3 𝐻𝑧 . 𝑥𝑓 = 20 𝑚 

(42)  

 

اثر طول مهار بازويی بر ارتعاشات اجباری ناشی از  -3-5-1

 کيهارمون بار

نسبت سختی هسته مرکزي  در اینجا انر طول مهار بازویی و

ازه تغییر مکان جانبی س کنترل برهاي پیرامونی به سختی ستون

شود. به این منظور مدل تحت بارگذاري هارمونیی بررسی می

 %83به ازاي طول مهار بازویی مت او  و میرایی نابت  موردنظر

ضریب ویسکوزیته و نسبت سختی  (4)گردد. در جدول بررسی می

 هاي سازههاي پیرامونی و فرکانسختی ستونسهسته مرکزي به

 در مودهاي اول تا سوم ارائه گردیده است.

 

 

 *های مختلفمشخصات مدل به ازای طول مهار بازويی -0جدول 

00942 8292 88922 𝑟 (𝑚) 

82902 82902 82902 Cd = 2Mωξ × 106  
𝑁𝑠

𝑚
 

829908 14922 40941 Cθ = 2r2Cd × 108 𝑁𝑠𝑚 

392 8 0 N =
EcI

2AcEsr2
 

00942 8292 88922 𝑟 (𝑚) 

*ξ = 10%. ω = 2.37Hz. m = 23116
kg

m
. M = 32.36 × 105𝑘𝑔 

 

 
 تغيير مکان جانبی بام برای نسبت سختی خمشی -0شکل 

N=0.5, N=1, N=2  کيهارمون بارتحت  %14و ميرايی 

 
قادیر ازاي م تغییر مکان جانبی بیشینه به ،با توجه به شکل

N=1 ،N=2 ،N=0.5 متر  093/3و  28/3و  229/3ترتیب برابر به

علت کاهش باشد. در واقع با افزایش طول مهار بازویی و بهمی

 یتوجهقابلنسبت سختی هسته مرکزي به ستون پیرامونی کاهش 

 شود.در تغییر جانبی سازه مشاهده می

 

 
 

 رای نسبت سختی خمشیدرصد جانبی نسبی طبقات ب -2شکل 

N=1 ،N=2 ،N=0.5  14و ميرايی%  
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و  N=1و  N=2میرایی  يازا بهجایی نسبی حداکثر جابه

N=0.5 و براي  %0429/3و  %4299/3و  %2110ترتیب برابر به

باشد. افزایش طول مهار بازویی و می %02/3سیستم بدون میرایی 

نیر أهاي پیرامونی تکاهش نسبت سختی هسته مرکزي به ستون

جایی نسبی سازه در مقایسه با سیستم بدون زیادي در کاهش جابه

 میراگر دارد.

 

 
 

نسبت سختی خمشی  یازا بهبيشينه برش طبقات  -1شکل 

(N=0.5, N=1, N=2)  14و ميرايی% 

 

برش پایه سیستم بدون دمپر در مقایسه با سیستم با حضور 

وجه با تتري است. پیرامونی عدد بزرگ يهاستونمیراگر و سختی 

به شرایط مرزي مسئله باید برش در طبقه بام برابر ا ر باشد که 

 است. طورنیهم

 

 
 

 یخمش سختی نسبت یازابه طبقات لنگر بيشينه -1 شکل

N=1، N=2، N=0.5 14 ميرايی و% 

                                                 
18. Damper 

طور که مشخص است لنگر پایه سیستم بدون ( همان2شکل )

اي همقایسه با سیستم با حضور میراگر و سختی ستون در 81دمپر

3.8 برابرتري و پیرامونی عدد بزرگ × 109N. m باشد. لنگر پایه می

 ترتیب برابربه %83با میرایی  N=1 ،N=2 ،N=0.5مقادیر  يازا به

2.156 × 109N. m ،1.869× 109N. m  1.509و × 109N. m 

باشد. بیشینه لنگر در طبقه بام براي سیستم بدون میرایی با می

م که براي سیستمرزي مسئله ا ر بوده، درحالی طیشراتوجه به 

ختی توسط س جادشدهیاو میراگر برابر با لنگر مقاوم  ییبازو مهاربا 

 باشد.هاي پیرامونی و میراگر میستون

 

جايی نسبی جانبی و برش مقايسه درصد کاهش جابه -2جدول 

 درصد 14و لنگر طبقات به ازای مقادير نسبت سختی با ميرايی 

دراد کاهش 

لنگر بیشینه 

نسبت به حالت 

 بدون میرایی

دراد کاهش 

برش بیشینه 

نسبت به حالت 

 بدون میرایی

دراد کاهش 

 89 تیدر

نسبت به حالت 

 بدون میرایی

نسبت 

سختی 

 خمشی

40% 02% 20% N = 2 

28% 02% 20% N = 1 

29% 21% 2/20% N = 0.5 

 

 یهتوجقابلنیر أمطابق جدول فوق افزایش طول مهار بازویی ت

جایی نسبی طبقا  هدر کاهش مقادیر برش و لنگر و پایه و جاب

 دارد.

 

-ستون و مرکزی هسته جرم از ناشی محوری اثر بار -3-5-5

  کيهارمون باراز  ناشی اجباری ارتعاشات بر پيرامونی های

نیروي محوري  ،جایی سازههمانند فرکانس و مود شکل و جابه

 باشد. در این بخشنر بر رفتار دینامیی سازه میؤنیز پارامتري م

 یموردبررسجایی نسبی سازه انر نیروي محوري بر فرکانس و جابه

اي هگیرد. نیروي وزن که متشکل از هسته مرکزي و ستونقرار می

ور  اانرش به شود وباشد به این اور  محاسبه میپیرامونی می

نیروي  گردد.سازه اعمال می يرو بربار محوري در طبقه بام 

 شود.محوري سازه به این اور  محاسبه می

 نیروي محوري ناشی از وزن هسته مرکزي:
 

 p1 = M × g = 3.1735 × 107𝑁 
 

 هاي پیرامونی:نیروي محوري ناشی از وزن ستون
 

p2 = 2ρAcLg = 3.2124 × 106𝑁 
 

  نیروي محوري کل سازه:

 

p = 3.4947 × 107𝑁 

19. Drift 
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طول مهار  یازا بههای مودهای اول تا سوم فرکانس -1جدول 

 *با اثر نيروی محوری %14ميرايی  و  r=16.6mبازويی

Im (Hz) Re(Hz) مد 

29241903 39022303-  8 

00918943 09900210-  0 

94933801 19109841-  0 
*r = 16.6 𝑚. ξ = 10. p = 3.4947 × 107N 

 

( مشخص است که لحاظ نیروي 2( و )0با مقایسه جدول )

 گردد.محوري باعث تغییرا  در فرکانس مودهاي مختلف می

 

 
 

و  %14جايی نسبی طبقات برای ميرايی هدرصد جاب -1شکل 

 بدون نيروی محوری و با اثر نيروی محوری N=1 نسبت خمشی

 

 
 

  N=1و نسبت خمشی %14برش طبقات برای ميرايی  -1شکل 

 بدون نيروی محوری و با اثر نيروی محوری

 
 

 N=1 و نسبت خمشی %14لنگر طبقات برای ميرايی  -14شکل 

 بدون نيروی محوری و با اثر نيروی محوری

 

ی جايی نسبی جانبمقايسه برش و لنگر بيشينه و جابه -1جدول 

 سازه در حالت اثر بار محوری تحت بارگذاری هارمونيک

Mmax Vmax Driftmax  

89129 08930 39429%  بدون نیروي محوري 

89930  08922 39418%  با انر نیروي محوري  

8929%  0992%  0949%  دراد اختلاف 

 
)ناشی از وزن محاسبا (  يمحورلحاظ انر  (2)مطابق جدول 

جایی هدر محاسبا ، باعث افزایش مقادیر برش و لنگر بیشینه و جاب

 گردد.نسبی طبقا  می

 

 گيرینتيجه -0

پیرامون تحلیل سیستم هسته مرکزي با  شدهانجامپژوهش 

مهاربند بازویی و میراگر ویسکوز با انر نیروي محوري بر مبناي 

تحلیلی سري فوریه با تعریف اپراتور دی رانسیلی در روش نیمه

دست آمده در این تحقیق، به هفضاي هیلبر  است. اهم نتایج ب

 شرح زیر است:

 هاي عددي استوارمبناي روش هاي پیشین براغلب پژوهش (8

براي حل  یلیتحلمهینکه در این پژوهش از روش درحالی بود.

معادله حاکم است اده شده است. این روش دقت بیشتري دارد. 

همچنین روابط اریحی براي محاسبه بردارهاي مودي و تغییر 

 دست آمده است.همکان جانبی سازه ب

خمشی افزایش طول مهار بازویی باعث کاهش نسبت سختی  (0

هاي پیرامونی گردید. این راهکار براي هسته مرکزي به ستون

 ت.جایی نسبی طبقا  مطلوج اسجابه کنترل وکاهش 

ایش دراد نشان داد که افز یموردبررسنتایج تحلیل سازه  (0

-هجابدر کاهش  ياملاحظهقابلنیر أمیرایی میراگر ویسکوز ت

 بار تحتطبقا  و برش پایه و لنگر پایه  جایی نسبی جانبی
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اند تواي که افزایش میرایی میگونهداشته است. به ییهارمون

دراد تغییر مکان جانبی طبقا  را در این سازه کاهش  22تا 

 دهد.

لحاظ نمودن نیروي محوري )ناشی از وزن هسته مرکزي و   (4

هاي پیرامونی( با افزایش قسمت حقیقی و کاهش قسمت ستون

همراه است. بنابراین  هاي مودهاي سیستمموهومی فرکانس

رتر نؤهاي بلند انر مودهاي ابتدایی بر رفتار سازه مچون در سازه

است، افزایش مقدار بخش موهومی فرکانس چون مقادیر ویژه 

باشد. افزایش مقدار موهومی باعث مودهاي بالاتر با همراه می

کنترل و کاهش دامنه نوسان تغییر مکان جانبی سازه ناشی از 

 گردد.اجباري یا تحریی اولیه سازه میارتعاشا  

 %2/0لحاظ انر نیروي محوري در معادله مربوطه باعث ت او   (2

لنگر  %0در برش پایه و  %0تغییر مکان جانبی نسبی طبقا  و 

 ت. پایه تحت بارگذاري هارمونیی شده اس

اي هالبته جهت تعمیم و کلیت یافتن این نتایج لازم است که سازه

 با مدل پیشنهادي این مقاله تحلیل گردند. متنوعی بررسی و
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1. Introduction 

Achieving efficient methods to protect the structure against forces such as wind and earthquake is one of 
the first steps in the design of structures and has led to the provision of structural control systems. Structural 
control systems include three systems, active control, passive control and semi-active control. (Spencer Jr et al. 
2003), (Mulligan et al. 2007). The outrigger system with the viscous damper, was proposed by, (Gamaliel, 2008) 
and its effect on tall structures was investigated, (O'Neill, 2006) showed that the use of damper and increasing 
damping in the outrigger system in proportion to increasing the stiffness and dimensions of the structure. 
(Farzad et al. 2019) has also used ultrasonic algorithms to determine the optimal position of outrigger system 
in tall steel frames. Experimental and analytical researches also show that the use of outrigger system is 
effective in reducing the lateral displacement of tall structures. (Tan et al. 2012), (Deng et al. 2014). 

(Jovanovich, 2011) Used the Fourier series method in Hilbert space to investigate the transverse vibrations 
of the beam with boundary conditions of linear viscosity. 

In this paper, the vibrations of the structure and the effect of central core system with the damped arm 
brace using axial load (due to the mass of the central mass) in the control of lateral displacement due to 
harmonic loading are investigated. Previous studies have not considered the effect of perimeter columns 
stiffness and the effect of axial force on frequencies and lateral displacement of the structure, and for solving 
the partial differential equation governing the problem, the Fourier series method is used to define the 
differential operator in Hilbert space.  

 

2. Methodology 

2.1. Central core system with outrigger and viscous damper with axial load effect 

 

Fig 1. Central core system with outrigger and viscous damper with axial force effect 
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𝜕2𝑢(𝑥.𝑡)

𝜕2𝑡
+ 𝑘2 𝜕2𝑢(𝑥.𝑡)

𝜕2𝑥
+ 𝑐2  

𝜕4𝑢(𝑥.𝑡)

𝜕4𝑥
= 𝑞(𝑥. 𝑡)                                                                                                                                     (1) 

 

     Equation (1) is the differential equation of buckling of a console-beam in dynamic mode with axial load effect. 
In relation (1) (t) represents time, (u) is the displacement of the core, q(x,t) is the shear force per unit on the 
core . 

In the equation (1) 𝑘2 =
𝑃

𝑚
 , 𝑐2 =

𝐸𝐼

𝑚
. 

     The boundary conditions of the problem are as follows: 
 

𝑢(0. 𝑡) = 0.
𝜕𝑢(0.𝑡)

𝜕𝑥
= 0.

𝜕2𝑢(𝐿.𝑡)

𝜕2𝑥
= −ℎ2

𝜕𝑢(𝐿.𝑡)

𝜕𝑥
− ℎ1

𝜕2𝑢(𝐿.𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡
.

𝜕3𝑢(𝐿.𝑡)

𝜕3𝑥
= −ℎ3

𝜕𝑢(𝐿.𝑡)

𝜕𝑥
                                                                        (2) 

 

     In the equation ℎ1 =
𝑘𝜃

𝐸𝐼
 , ℎ2 =

𝐶𝜃

𝐸𝐼
. ℎ3 =

𝑝

𝐸𝐼
, 𝐶𝜃 = 2𝑟2𝐶𝑑 . 𝐾𝜃 = 2𝑟2𝐾𝑠. According to Riley’s theory: 𝐶𝑑 = 2𝑀𝜔𝜉. 

The initial conditions of the problem are as follows: 
 

𝑢(𝑥. 0) = 𝑓(𝑥).
𝜕𝑢(𝑥.0)

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑥)                                                                                                                                                         (3) 

 

     Using the variable separation technique, differential equation (1) is written in the form of equation (4) and 
boundary conditions (2) are written in the form of equation (5). 
 

𝑐2 𝑑4𝜑(𝑥)

𝑑4𝑥
+ 𝑘2 𝑑2𝜑(𝑥)

𝑑2𝑥
+ 𝜆2𝜑(𝑥) = 0                                                                                                                                              (4) 

 

 𝜑(0) = 0.
𝑑𝜑(0)

𝑑𝑥
= 0.

𝑑2𝜑(𝐿)

𝑑2𝑥
= (−ℎ1𝜆 − ℎ2)

𝑑𝜑(𝐿)

𝑑𝑥
.

𝑑3𝜑(𝐿)

𝑑3𝑥
= −ℎ3

𝑑𝜑(𝐿)

𝑑𝑥
                                                                                     (5) 

 

     The roots of the equation (relation (6)) of the linear differential are calculated. 
 

𝑓1.3 = ±√−𝑘2+√𝑘4−4𝑐2𝜆2𝑖

2𝑐2 . 𝑓2.4 = ±√−𝑘2−√𝑘4−4𝑐2𝜆2𝑖

2𝑐2                                                                                                                          (6) 

 

     The relation of (7) eigenvectors is a problem and is established for different eigenvalues. 
 

𝜑(𝑥) = 𝐶4(𝐷1𝑒𝑓1𝑥 + 𝐷2𝑒−𝑓1𝑥 + 𝐷3𝑒𝑓2𝑥 + 𝑒−𝑓2𝑥)                                                                                                                            (7) 
 

     Equation (8) defines 𝑇 = (
0 −𝑐2 

𝜕3

𝜕3𝑥
−𝑘2 𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑥
                  0

)as the orthogonal operator and 𝑇∗ = (
0                −

𝜕

𝜕𝑥

𝑐2 
𝜕3

𝜕3𝑥
+𝑘2 𝜕

𝜕𝑥
    0

) as the 

orthogonal operator conjugate in Hilbert space and the principle of interval multiplication of vectors .The 
coefficient 𝐶4 is calculated to calculate eigenvectors for eigenvalue. 
 

𝐶4 =
1

√∫ [𝜙𝑛
2 (𝑥)𝜆𝑛

2 +(𝑐2𝜙′′′
1.𝑛(𝑥)+𝑘2𝜙′

1.𝑛(𝑥))(𝜙′
1.𝑛(𝑥))]𝑑𝑥

𝐿
0

                                                                                                                        (7) 

 

     Equation (9) is the lateral displacement equation of the central, and the first expression is the response of 
the system to the free vibration of the initial excitation is the response to the forced vibrations due to harmonic 
loading. 
 

𝑢(𝑥. 𝑡) = ∑ {∫ [𝑔(𝜉) + 𝜆𝑟𝑓(𝜉)]
𝐿

0
𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉+∞

𝑟=−∞ }
𝑢1.𝑟(𝑥)𝑒𝜆𝑟𝑡

𝜆𝑟
+ ∑

𝑢1.𝑟(𝑥)

𝜆𝑟
∫ 𝑒𝜆𝑟(𝑡−𝜏)𝑡

0
+∞
𝑟=−∞ ∫ 𝑄(𝜉. 𝜏)𝑢1.𝑟(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏

𝐿

0
           (9) 

 

3. Results and discussion 

3.1. Investigation of forced vibrations caused by harmonic loading 

Here, by presenting a numerical model, the forced vibrations of a 40-story building and the height of each 
floor are 3 meters, under the harmonic load as follows. 

 

𝑄(𝑥. 𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜛𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑓). 𝐴 = 𝑚 ×
1

2
𝑔. 𝜛 = 3 𝐻𝑧 . 𝑥𝑓 = 20 𝑚                                                                                   (10) 
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3.1.1. Effect of axial load due to mass of central ore and perimeter columns on forced vibrations due to 
harmonic load  

     In this section, the effect of axial force on relative displacement is investigated. The weight force, which 
consists of the central core and the surrounding columns, is calculated in this way and the effect is applied as 
an axial load on the roof on the structure. 

 

Table 1. Model specifications for different outrigger lengths 

For: ξ = 10%. ω = 2.37Hz. m = 23116
kg

m
. M = 32.36 × 105kg 

. p = 3.4947 × 107N 

r = 23.47m r = 16.6m r = 11.76m  

15.36 × 106
Ns

m
 15.36 × 106

Ns

m
 15.36 × 106

Ns

m
 Cd 

169.21 × 108 Nsm 84.65 × 108Nsm 42.48 × 108Nsm Cθ 

0.5 1 2 N =
EcI

2AcEsr2
 

 

 

Fig. 1. Comparative displacement and moment and shear diagrams for damping 10% and flexural ratio N=1 with axial 
force effect 

 

Table 1. Compression of maximum shear and moment and comparative lateral displacement of the structure in axial load 
effect mode under loading  

𝑀𝑚𝑎𝑥 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝐷𝑟𝑖𝑓𝑡𝑚𝑎𝑥 For N = 1. 𝜉 = 0.1 

1.869 GN 21.03MN 0.469% No axial load (P=0) 

1.903 GN 21.67MN 0.481% With axial load 

1.79 % 2.95% 2.49 % Percentage difference 

 
According to the above figure and table, it is clear that considering the effect of axial force has increased the 

maximum values of comparative displacement and moment and shear the base of the floors in the building. 
 

4. Conclusions 

The research is based on the analysis of the central core system with outrigger and viscous damper with 
axial force effect base on the Fourier series semi-analytical method, which is defined by the differential 
operator in Hilbert space.  

1) Increasing the arm restraint length, which reduces the stiffness ratio of the central core to the 
surrounding columns, is a good way to reduce and control the relative displacement of the floors. 

2) Applying of axial force (due to the weight of the central core to the surrounding columns) is associated 
with an increase in the imaginary part of the system mode frequencies. 
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3) Applying of axial force in the relevant equation has caused a difference of 2.5% relative lateral 
displacement of the floors and 3 % in the base shear and 2% in the base moment under harmonic 
loading  

 

5. References 

Deng K, Pan P, Lam A, Xue Y, “A simplified model for analysis of high‐rise buildings equipped with hysteresis 
damped outriggers”, The Structural Design of Tall and Special Buildings, 2014, 23 (15), 1158-1170. 

Farzad K, Gholizadeh S, “Layout Optimization of Outrigger Braced System in Steel Tall Structures Using Meta-
Heuristic Algorithms”, Journal of Civil and Environmental Engineering, 2019. 

 -. doi: 10.22034/jcee.2019.9478 
Gamaliel R, “Frequency-based response of damped outrigger systems for tall buildings (Doctoral dissertation, 

Massachusetts Institute of Technology)”. 
Jovanovic V, “A Fourier series solution for the transverse vibration response of a beam with a viscous 

boundary”, Journal of Sound and Vibration, 330 (7), 1504-1515. 
Mulligan KJ, “Experimental and analytical studies of semi-active and passive structural control of buildings”, 

2007. 
O'Neill JC, “Application of damping in high-rise buildings (Doctoral dissertation, Massachusetts Institute of 

Technology)”, 2006. 
Spencer Jr, BF, Nagarajaiah S, “State of the art of structural control”, Journal of structural engineering, 129 (7), 

845-856. 


	Dr. Afshar-E
	Abstract Afshar-E

