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  چکيده

باشد. یک روش غیرمخرب در ارزیابی خصوصیات کیفی و دوام بتن مطرح می عنوانبه ،(Tomography) توموگرافی، تکنیک سنجش پتانسیل الکتریکی 

 ،ساز عبور جریان الکتریکی و توزیع پتانسیل الکتریکی در محیط دوبعدی بتنبرای حل معادلات دیفرانسیل شبیهروش عددی بدون شبکه  ،در این مطالعه

دل م روش پیشنهادی، بررسی منظوربهو  شد استفادهاحتمالاتی بیزی  تکنیکاز  در مدل بدون شبکه سازی ضریب شکلبرای بهینه شد. توسعه داده

نقطه پیرامونی  04پتانسیل الکتریکی در تزریق و  یک جفت الکترود متصل به نمونه از طریقجریان مستقیم  . برای این منظورگردید ایجاد آزمایشگاهی

 رایبها محاسبه شد. فت الکترود مختلف برای تزریق در بتن انتخاب شد و ضریب شکل بهینه برای تمامی آرایشج آرایش 06گیری شد. تعداد نمونه اندازه

که از روش اجزاء محدود در حل مسائل جریان و پتانسیل الکتریکی بهره  (Comsol) کامسولنتایج حاصل با نتایج مدل ، پیشنهادیارزیابی توانایی مدل 

تواند میسئله مباشد که این درصد بیشتر می 8روش عددی بدون شبکه نسبت به مدل کامسول  ییکارابرد، مقایسه شد. نتایج تحقیق نشان داد که می

همچنین  شود.بهینه کردن ضریب شکل در روش بدون شبکه لحاظ میکه از طریق در شرایط واقعی بوده  بتن ناشی از عدم قطعیت خصوصیات فیزیکی

 استفاده از آرایش جفت الکترودهای روبروی هم است.  ،گیری پتانسیل الکتریکینتایج نشان داده که بهترین حالت برای اندازه
 

 ی.الکتریکی، روش بدون شبکه، قضیه بیزپتانسیل  بتن، :هاکليدواژه

 

 مقدمه -5
بتن مسلح و غیرمسلح در بسیاری از کشورهای جهان برای  

-اکنون سازهقرار گرفته است و هم مورداستفادههای طولانی دهه

در معرض فرسایش بوده و برای تعمیر و  های موجود تدریجاً

یژه وهای همین منظور، تکنیکدارند. بهنیاز به بازرسی نگهداری، 

ی که هایبایستی توسعه یافته و اعمال شوند. تکنیکو مناسبی 

های داخل بتن همچون میلگرد و راجع به محل و جهت ناهمگنی

الیاف اطلاعاتی بدهند و شرایط فرسایش و رطوبت و همچنین 

خوردگی بتن را تشخیص های مخرب محتمل و درجه ترکیون

ه کار گرفتآسانی بههای الکتریکی که ارزان بوده و بهدهند. روش

های بزرگ حتی های بازرسی برای سازهعنوان روششوند بهمی

 استناد به چندین شوند. بابدون دسترسی مستقیم شناخته می

توان از طریق مطالعه در این زمینه، برخی خواص بتن را می

 سنجش الکتریکی تعیین کرد.

                                                                        
1. Polarization 

جریان مستقیم و  هیپا برهای مقاومت الکتریکی سنجش 

ها اند و هردوی آنمتناوب در مطالعات متعددی استفاده شده

هایی هایی دارند. مشکل مرتبط با جریان مستقیم نوفهمزیت

آیند. وجود میبتنی به نمونه 0ونیزاسیپولاراثر هستند که در 

-لاق میهای منفی از مثبت اطپولاریزاسیون به عمل جدایی یون

 ها جریاناند. با جدایی یونشوند که در منافذ سیمان گیر افتاده

-تری عبور کرده که باعث کاهش سنجش هدایت الکتریکی میکم

 (. Hansson، 0980 و Hanssonشود )

فرکانس به حد کافی باید کم باشد  ،در روش جریان متناوب 

های بلند جلوگیری کرد و از تا از اثر القاء ناشی از استفاده از کابل

شود.  جلوگیریطرفی به حد کافی زیاد باشد تا از اثر پولاریزاسیون 

جریان متناوب  هیپا بر 3(EISاسپکتروسکوپی امپدانس الکتریکی )

قرار گرفته است. اهدافی چون  مورداستفادهاهداف زیادی  منظوربه

(، توزیع الیاف 3335و همکاران،  Ozyurt)گیری الیاف تعیین جهت

(Woo  ،3337و همکاران) نرخ فرسایش میلگردها ،(Zhang  و

2. Electrical Impedance Spectroscopy 
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و  Lataste)ها و تعیین ترک (3334و  3333، 3330همکاران، 

ی با جریان های الکتریک. همچنین سنجش(3330همکاران، 

مستقیم برای نظاره بر کرنش و ترک در مصالح پایه سیمانی و 

و  Wen)کار برده شده است همصالح پایه سیمانی مسلح به الیاف ب

Chung ،3337) اگرچه .EIS  و سنجش الکتریکی با جریان مستقیم

ها ها بدهند ولی آنقادرند اطلاعاتی راجع به حضور الیاف و ترک

 ی دقیق هندسه هدف نیستند.سازقادر به مدل

تغییرات فضایی  0(ERTدر توموگرافی مقاومت الکتریکی ) 

های گیرییک سری اندازه اساس برهدایت الکتریکی ماده 

از یک دسته الکترود متصل به محیط خارجی جسم  آمدهدستبه

شود. جریان الکتریکی از طریق الکترودها به ماده وارد بازسازی می

حاصل در سطح ماده با استفاده از چندین جفت شده و ولتاژ 

تخمین فضایی توزیع  ERTشود. گام بعدی در الکترود ثبت می

تر یشباشد. پهدایت الکتریکی )یا معادل آن مقاومت الکتریکی( می

ها و رطوبت در بتن برای نظاره بر الیاف، ترک ERTامکان کاربرد 

 و سایر مصالح پایه سیمانی گزارش شده است.

 Hou  وLynch (3339) ها در مواد برای تشخیص ترک

ای و کامپوزیت سیمانی مسلح با الیاف تحت بار محوری چرخه

و همکاران  Karhunenاستفاده کرد.  ERTای از خمش سه نقطه

قادر به تعیین مواد رسانا و نارسانای  ERTکه  ندنشان داد (3303)

 باشد.متنوع داخل بتن می

 Hallaji  از  (3306)و  (3304)و همکارانERT  برای

تصویرسازی کمی و کیفی تعیین ترک در بتن و همچنین 

 مسیریابی جریان رطوبت در مواد پایه سیمانی استفاده کردند. 

سازی جریان الکتریکی، چندین روش محاسباتی برای مدل 

نام روش الکترود اغلب به ERTهمچون روش المان محدود )در 

شود(، روش تفاضل محدود، و روش المان مرزی ته میشناخ 4کامل

عی طور وسیبرای حل عددی معادله دیفرانسیل حاکم بر مسئله به

. اگرچه مشکل اصلی (Lynch ،3339و  Hou)کار برده شده است به

های کلاسیک، ایجاد مش در دامنه مسئله یا در محدوده این روش

دازه اسباتی بیش از انباشد که در نتیجه باعث وابستگی محمرز می

دامنه مطالعه نامنظم و پیچیده باشد  کهیهنگامشود و ها میبه آن

 کند.رو میهالذکر را با مشکل روبهای فوقکاربرد روش

، روش بدون شبکه توسعه ذکرشدهمنظور غلبه بر مشکل به 

یافته است که یک سیستم معادلات جبری )خطی( برای کل دامنه 

های از قبل تعریف شده بدون نیاز به ایجاد مشتشکیل داده که 

است و این روش طی دو دهه گذشته در مسائل مهندسی 

                                                                        
3. Electrical Resistance Tomography 
4. Complete Electrode Method 
5. Petrov- Galerkin 
6. Boundary Knot 
7. Kernel 
8. The H-p Clouds  

-قرار گرفته است. انواع مختلفی از روش مورداستفادههیدرولیک 

محلی  6گالرکین -، همچون پتروافتهیتوسعههای بدون شبکه 

(Atluri  ،3339و همکاران)5، روش گره مرزی (Hon  وChen ،

-، روش ابرهای اچ(0996و همکاران،  Liu) 7، روش هسته(3330

 9(RBF، و روش تابع پایه شعاعی )(Oden ،0995و  Duarte) 8پی

(Kansa ،0993)های بدون شبکه روش . از بین این روشRBF 

های ذیل از محبوبیت بالایی ( بنا به مزیت03)روش همجایگی کانزا

 :(Babakhani ،3303و  Nourani)برخوردار است 

 بندی در دامنه و مرز نیست؛نیازی به مش (0

 گیری در دامنه و مرز نیست؛نیازی به انتگرال (3

بوده که آن را  RBFمختصات نقاط تنها متغیر در تابع  (0

 کند؛مناسب برای مسائل با ابعاد بالا می

4) RBF های برای کدنویسی و اجرا آسان است. یکی از فرم

 یباشد که برایم 00(MQکوادراتیک )مولتی RBFمشهور 

و پس از آن  (0993و  0970) Hardyبار توسط  نیاول

 ییایجغراف یهاداده یابیدرون یبرا (0993)توسط کانزا 

 .شد استفاده پراکنده

کالیبراسیون ضریب  MQ-RBFهای مرتبط با یکی از چالش 

وابسته به مقدار  داًیشد MQ-RBFعملکرد  باشد وشکل می

 Carlson (0993)و  Kansaباشد. ضریب شکل می شدهانتخاب

یابی با انتخاب مقداری متغیر برای نشان دادند که دقت درون

 تواند بهبود یابد. ضریب شکل می

 Nourani  وMousavi (3305)  مشاهده کردند که هندسه

ثیر مهمی بر ضریب شکل در أمسئله و معادله دیفرانسیل حاکم ت

تری دارد. کم ریتأثشرایط مرزی  کهیلدرحادارد  MQبندی فرمول

Golberg  03سنجی متقابلروش آماری صحت (0995)و همکاران 

قرار دادند. در این  مورداستفادهبرای تعیین ضریب شکل بهینه 

ضریب شکل  یسازنهیبهبرای  00بیزی احتمالاتی از روش مطالعه

 است. شدهاستفاده 

ی بندپراکنده طبقههای توموگرافی روش عنوانبه ERTمسائل  

حل مسائل معکوس وضع هستند. راه-شوند و مسائل معکوس بدمی

 هایسازی و نوفهبه خطای حتی متوسط در مدل شدتبهوضع -بد

حل معتبر یک باشند. در حالت کلی، راهگیری حساس میاندازه

ها نیاز دارد که سازی دقیقی از سنجشمسئله معکوس به مدل

شود. رویکرد سنتی به مسئله یرخطی میمنتهی به معادلات غ

، Tihonov) باشدمی 04های تنظیمیروش شبردیپمعکوس 

روش آماری بیزی کاربرد جهانی یافته است. در  راًیاخ. (0950

9. Radial Based Function (RBF) 
10. Kansa’s Collocation Method 
11. Multiquadratic Function 
12. Cross-Validation 
13. Bayesian Approach 
14. Regularization Methods 
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ها همچون توزیع هدایت الکتریکی قطعیتچهارچوب بیزی عدم

مجهول و ضریب شکل و خطاهایی چون تفاضل بین ولتاژهای 

طور صریح با توابع جش )مشاهده( شده بهمحاسبه شده و سن

های آماری شوند. مدلبندی میفرمول 06 (PDFچگالی احتمال )

شوند. برای خوانده می 05پیشین موردنظرصریح برای مجهولات 

حفره باشد، هندسه حفره  مثال اگر هدف جسم داخل بتن یک

بوده و ما به دنبال محل آن خواهیم بود. در این تحقیق  پیشین

کالیبراسیون ضریب شکل در کنار رویکرد بیزی اجازه لحاظ کردن 

 دهد.گیری برای ساخت یک مدل دقیق را به ما مینوفه اندازه

ریزی همگن جهت رسیدن به بتن توپر حصول اطمینان از بتن 

های در بتن ریزی ژهیوبهباشد. های مهندسی مییکی از دغدغه

هایی تواند باعث کاهش در ویژگیوجود حفره در بتن میحجیم 

 .چون مقاومت فیزیکی و غیره و افزایش نفوذپذیری در بتن شود

لذا لزوم استفاده از روشی سریع و میدانی جهت بررسی همگنی 

باشد. در این تحقیق یک قطعه مستطیلی بتنی به بتن ضروری می

شود و توموگرافی متر در نظر گرفته میانتیس 00305ابعاد 

برای حل  MQ-RBF مقاومت الکتریکی با استفاده از روش عددی

دوبعدی  صورتبه ERTبندی عددی معادلات دیفرانسیل فرمول

استفاده خواهد شد. با استفاده از قضیه بیز مسائل معکوس مرتبط 

تبدیل به مسائل غیرخطی آماری شده که در آن مجهولات توزیع 

باشند. برای این منظور یک هدایت الکتریکی و ضریب شکل می

سنجی مدل ارائه شده است. مطالعه آزمایشگاهی برای صحت

شد و پس از تزریق جریان از های مستطیلی بتنی ساخته نمونه

نقاط مختلف مرزی، پتانسیل الکتریکی در نقاط مرزی دیگر 

-سنجش شد. در این پژوهش برای حل مسئله از روش زنجیره

استفاده شده است. اگرچه هزینه  07(MCMCکارلو )مونت -مارکوف

تواند زیاد باشد لیکن با انتخاب می ظاهربه MCMCمحاسباتی 

با  RBFعلاوه ههمگرا خواهد شد. ب سرعتبه نتایجپیشین درست 

-می MCMCدارا بودن هزینه محاسباتی کم روش مناسبی در کنار 

 باشد.

 

 هامواد و روش -2

 مدل آزمايشگاهی -2-5

ریکی های الکتبرای انجام توموگرافی بتن ابتدا نیاز به سنجش 

 سباشد و پمی دسترسقابلهای بتنی از محیط پیرامونی از نمونه

از آن با استفاده از تکنیک عددی بدون شبکه و روش احتمالاتی 

ن شود. به همیبیزی تشخیص همگنی و غیرهمگنی بتن انجام می

متر براساس سانتی 05×03×0های بتنی به ابعاد منظور نمونه

 ASTMو ASTM C136 (3335) ،ASTM C33 (0979)استاندارد 

C778 (3333) پرتلند  تهیه شد. سیمان مصرفی از نوعII ماسه با ،
                                                                        

15. Probability Density Functions 
16. Prior 

متر انتخاب میلی 03دانه و حداکثر اندازه درشت 9/3مدول نرمی 

برای تزریق جریان الکتریکی از جنس  ازیموردنشد. الکترودهای 

زی ریورق مس که سیم مسی بدان متصل شده است و قبل از بتن

-کار گذاشته شد و سپس بتن (0)در جداره دیواره مطابق شکل 

 د. ریزی انجام ش

برای تزریق و سنجش جریان  مورداستفادهتعداد الکترودهای  

باشد که در فواصل مساوی در پیرامون نمونه قرار میعدد  04

های متصل به الکترودها (. سپس از طریق سیم(0)اند )شکل گرفته

ولت با استفاده از دستگاه  6جریان الکتریکی مستقیم با شدت 

ه یک ای کگونههشود بالکترود تزریق می توموگرافی به یک جفت

ولت  6الکترود دارای ولتاژ صفر )زمین( و الکترود دیگر دارای ولتاژ 

 واسطه قرارگیری درخواهد بود. سپس ولتاژ مابقی الکترودها که به

 (3)شود. در شکل اند سنجش میمیدان الکتریکی باردار شده

 دستگاه توموگرافی نشان داده شده است. 

 

 
 )الف(

 
 (ب)

همراه به شدهساختهای از دال بتنی نمونهالف(  -5شکل 

تصوير شماتيک نمونه بتنی به همراه محل و ب(  ،الکترودها

 شماره الکترودها

17. Markov Chain-Monte Carlo 
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 دستگاه توموگرافی -2 شکل

 

 معادله ديفرانسيل حاکم بر مسئله -2-2

جریان الکتریکی و توزیع ساز عبور معادله دیفرانسیل شبیه 

 Telford) پتانسیل الکتریکی در محیط دوبعدی به فرم زیر است

 :(0993و همکاران، 
 

0).(  u (0) 
 

 باشد:و شرایط مرزی زیر برقرار می
 

10
)(

)( 



x

n

xu
x 

(3) 

20 )()(  xxuxu (0) 
 

x)(بردار مختصات در محیط دوبعدی؛ xکه    هدایت

xuu)(الکتریکی؛    پتانسیل الکتریکی در محدوده ؛

محدوده مرزی  منطقه عبور جریان؛  عملگر دیفرانسیل؛ 

دلالت بر مرز با  2دلالت بر مرز بدون الکترود و  1که 

)(الکترود دارد 21  ،n  nمشتق بردار نرمال  /

0)(باشد؛ که به سمت خارج و یکه می x گیری پتانسیل اندازه

 باشد.شده روی مرز می

کند که هیچ جریانی به سمت خارج ( بیان می3شرط مرزی ) 

( میزان 0از مرز بدون الکترود برقرار نیست، و شرط مرزی )

ده گیری شکند که اندازهپتانسیل در مرز با الکترود را مشخص می

سازی از مدل یپوشچشماست. لازم به ذکر است که با وجود 

ین الکترود و سطح بتن، با کالیبره کرده و مستقیم امپدانس ب

 خود لحاظ خواهد شد.یابی ضریب شکل، امپدانس خودبهبهینه

 

روش عددی بدون شبکه درون ياب تابع شعاعی برای  -2-3

 توموگرافی مقاومت الکتريکی

برای حل  RBFبحث شد، تکنیک همبسته  که قبلاً همچنان 

ی در اگسترده صورتبهای ابداع گردید و معادلات دیفرانسیل پاره

، Odenو  Duarte)های مختلف مهندسی استفاده شده است زمینه

بعد  d. معادله دیفرانسیل کلی یک مسئله پایدار در (0995

(d=1,2,3:به شکل معادلات زیر است ) 
 

 on      )(    ,in      )( xgBuxfRu (4) 

 

پتانسیل الکتریکی uباشد )در این مطالعه می موردنظرتابع uکه 

-باشند که قرار است بهعملگرهای دیفرانسیلی می Bو  Rاست(، 

)(و نقاط خارجی  )(ترتیب در محدوده داخلی    دامنه

Nمحاسباتی اعمال شوند. 
iii xP 1)}({  کنندهنییتع N  نقاط

INباشد که همبسته دامنه می
iix 1)}{(   شامل نقاط داخلی و

N
Nii

I
x

1
)}{(


( 4شامل نقاط مرزی بوده و حل تقریبی معادله ) 

 : (3333و همکاران،  Li)صورت زیر نوشت توان بهرا می
 

)()(

1

xhxu j

N

j

j


 (6)  

INکه 
jjh 1)}{   باشد که محاسبه خواهد مجهول می بیضرابردار

شد؛ و  jj PPx  ( RBFتابع پایه شعاعی ) کنندهنییتع )(

jPPrباشد. اینجا می   نمایانگر فاصله اقلیدسی بین دو نقطه

( MQای )درجه تابع چند مورداستفاده RBFترین باشد. رایجمی

mcrrهمچون  )()( 22  باشد که در آن میm ً6/3برابر  معمولا 

ضریب شکل بوده و در این مطالعه ثابت   cشود.در نظر گرفته می

ابی خواهد یگرفته شده است و با استفاده از قضیه بیز بهینه نظر در

 ( خواهیم داشت:4( با معادله )6شد. با ادغام معادله )
 

 

region  theinside  nodesfor 

   21   ),()(

1

Iijij

N

j

,...,N,ixfhxR 


 (5) 

 

nodesboundary  for ,...,,

   ),()(

11

1

NNNi

 xghxB

II

ijij

N

j









 
(7) 

 

زمان، بردارهای ثابت طور همزمان این معادلات خطی بهبا حل هم
N
iih 1}{   در نقاطN

iix 1)}{(   محاسبه خواهند شد. با اعمال

( روی معادلات جریان 7( و )5) MQ-RBFمعادلات بدون شبکه 

 ( و با فرض محیط همگن خواهیم داشت:0( و )3(، )0الکتریکی )
 

 

nodesinterior for   21

0)(0

1

22

I

N

j

ijj

,...,N,i

xhu



 
 (8) 
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nodes  electrodeith boundary wfor 
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(9) 

nodesboundary  free-electrodefor 

,...,,  ,0
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1

NNNi
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xh
II

N

j

ijj
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
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


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(03) 

 

و  Meenal)ای در فرم دوبعدی به شکل زیر است تابع چنددرجه

Eldho ،3303): 
 

222 )()()( cyyxxx jjj  (00) 

 

INبا محاسبه  سپس
jjh 1)}{   مقدار تقریبیu  در نقاطix

 

 آید:دست میهزیر ب صورتبه
 












N

j

jjj cyyxxhxu

1

222 )()()(ˆ (03) 

 

( را در شکل ماتریسی به فرم 03( تا )8در حالت کلی معادلات )

 توان بیان کرد:زیر می
 

ΘhU  (00) 
 

های آن یا صفر است ) سمت راست برداری است که درایه Uکه

گیری شده( از )اندازه شدهمشاهده(( یا ولتاژهای 03( و )8معادله )

)(((، 9نقاط مرزی با الکترود )سمت راست معادله ) ii x  تابعی

)1:( بیضرااست، و بردار  ixاز نقاط  Nihi   از طریق حل

معادله  دست خواهد آمد. متعاقباًه( ب00دستگاه معادله خطی )

( برای تخمین ولتاژها در نقاط داخلی محیط رسانا 03)

)21for   ( Ii , ..., N, ix  هقرار گیرد. با ب مورداستفادهتواند می-

 شرطهبولتاژ در کل محدوده  توانمیکارگیری تکنیک بدون شبکه 

که  ،را محاسبه کردداشتن توزیع هدایت الکتریکی در محیط رسانا 

دارای  گویند ودر حالت کلی به این نوع مسائل مسئله مستقیم می

د. باشوضع می -یک حل یکتا بوده و از منظر ریاضی مسئله خوش

د باشر این تحقیق مسئله معکوس میدر مقابل مسئله حال حاض

داشتن  شرطبهکه هدف آن بازسازی توزیع هدایت الکتریکی 

ظر باشد و از منهای پتانسیل الکتریکی در نقاط مرزی میسنجش

 باشد.وضع می -ریاضی مسئله بد

( برای نقاط دارای الکترود ولتاژهای 03با اعمال معادله ) 

( 00گیری شده و در معادله )اندازه یکسانی با آنچه قبلاً

از طریق حل دقیق  بیضراآید زیرا بردار دست میهب شدهاستفاده

معادلات خطی محاسبه شده است. اگر بدین حالت عمل شود 

سنجی نتایج وجود امکان کالیبره کردن ضریب شکل و صحت

گیری شده برای ولتاژهای اندازه %63ندارد. در روش پیشنهادی 

-مانده برای صحتباقی %63شود و کار برده میهکالیبره کردن ب

 شدههمحاسببرده نشده ولی  کارهبین ولتاژ ب تفاوتسنجی. سپس 

یر ز صورتبهگیری شده واقعی ( و ولتاژ متناظر اندازه03از معادله )

 شود:محاسبه می

eUU  ˆ
0 (04) 

 

ولتاژهای  Ûسنجی و برای صحت شدهحفظولتاژهای  0Uکه 

د. باششبکه میبا استفاده از روش بدون شدهزده متناظر تخمین

ها منجر بوده و تغییرات آن و  cتابعی از  Ûواضح است که 

 باشد.مربوط به بردار نوفه می eشود. می Ûبه تغییر 

 

 قضيه بيز -2-4

یک روش احتمالاتی برای برخورد با مسائل معکوس قضیه بیز  

 :(Cowles ،3300) باشدمی
 

)(

),(),|(
)|,(

u

ccu
uc

pr
psr




  (06) 

 

),(که   cpr  تابع چگالی مشترک پیشین ضریب شکلc  و بردار

)|,(، هدایت الکتریکی   cu نمایی تابع چگالی درستی

، و  cشرط داشتن مجهولات به uگیری شده پتانسیل اندازه
)(u ده کنننرمال عنوانبهای پتانسیل که ابع چگالی حاشیهت

),|(شود و می نظراز آن صرف کند و معمولاًعمل می ucpsr  

داشتن پتانسیل  شرطبه و  cتابع چگالی پسین مجهولات 

( 06، معادله )u)(باشد. با حذف می uگیری شده اندازه

 شود:زیر خلاصه می صورتبه
 

),(),|()|,(  ccuuc prpsr  (05) 

 

)|,(نمایی چگالی درستی  cu  چگالی شرطی مشاهدات

رابطه  کنندهآن توصیف بر بناباشد که داشتن مجهولات می شرطبه

),(که گر فرض کنیم ا. مدل مشاهده است هیپا برمتقابل  c  وe

صورت زیر نوشته نمایی بهدو مستقل از هم هستند، درستیدوبه

 :(Cohn ،0978و  Melsa)شود می
 

)ˆ(),|( 0 UUcu e  (07) 

 

های باشد. همچنین اگر نوفهمی eچگالی احتمال نوفه  eکه 

از نوع توزیع نرمال با میانگین صفر و  eگیری شده اندازه

 ید:آنمایی به فرم زیر در میبگیریم، درستی نظر در eکوواریانس 
 









  eecu e

T 1

2

1
exp),|(  (08) 
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 توان نوشت:سازی شوند میدو مستقل از هم مدلدوبه و  cاگر 
 

)()(),(  ccpr   (09) 

 cو کوواریانس  c*با میانگین  cعلاوه با فرض توزیع نرمال هب

چگالی  و کوواریانس  *با میانگین  و فرض توزیع نرمال 

 شود:پیشین به فرم زیر نوشته می
 



















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exp),(
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
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 (33) 

 

 آید:درنهایت چگالی پسین به فرم زیر درمی
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e
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ee

Uc (30) 

 

مسئله معکوس ( حل اصلی 30اگرچه چگالی پسین معادله ) 

غیرعملی برای  حلراه ،احتمالاتی است، در مسائل با بعد بزرگ

ای هبرخی نقاط و تخمین باشد. غالباً تفسیر و تصویرسازی می

 شود.پراکنده برای توزیع پسین محاسبه می

 cدر این مطالعه، روش بدون شبکه براساس ضریب شکل  

بود و  یک مقدار اسکار خواهد cابراین شود. بنثابت استفاده می

آوریم. دست میهبرای سادگی مقدار آن را با فرض محیط همگن ب

( برای 30بود و رابطه ) خواهد cبنابراین چگالی پیشین تابعی از 

 شود:وشته میصورت زیر نهب cدست آوردن مقدار بهینه هب
 




























)()(
2

1

2

1

exp)|(
*1*

1

cccc

ee

Uc

c
T

e
T

 (33) 

 

رار ق مورداستفادههای نقطه احتمالاتی که بیشتر یکی از تخمین

 باشد:می 08 (MAPگیرد تخمین یک پسین ماکزیمم )می
 

)|(maxarg
)(

Ucc
c

MAP  
(30) 

 

دهد. با فرضیات ( ماکزیمم نقطه چگالی پسین را می30معادله )

منتج به مینیمم کردن )منفی( توان  MAPبالا، محاسبات تخمین 

 شود:( می33معادله )
 

                                                                        
18. Maximum a Posteriori 
19. Cholesky 

)|(minarg
)(

UcFc
c

MAP  
(34) 

 

);(که تابع  UcF شکل زیر است:به 
 

2
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ماتریس  بالا مثلثی 09یچولسکتبدیل  eLکه در معادله فوق 

معادله  کهییازآنجاباشد. می cواریانس  cو  eکوواریانس 

منجر به مسئله  MAP( غیرخطی است، محاسبه تخمین 36)

-کاز تکنی ها معمولاًشود. مینیم کنندهسازی غیرخطی میممینیم

. اما باشدنیوتن می -گرادیان مثل روش گوس هیپا برهای تکراری 

ها در مورد مسائل با غیرخطی بالا امکان واگرائی گونه روشاین

روش  عنوانبهشوند. داشته فلذا همیشه منجر به نتیجه نمی

ویژه در مسائل با ابعاد بالا همچون مسائل توموگرافی هجایگزین ب

کار رود هتواند ب( میMCMC) تکنیک زنجیره مارکوف مونت کارلو

های عددی چون اجزاء محدود که به لحاظ محاسباتی با روش

روش عددی بدون شبکه  کهییازآنجاهزینه بالایی دارد. ولی 

بندی، مشکلات مناطق هایی چون تعداد و شکل مشمحدودیت

نار گر در کعنوان تحلیلمناسبی به ییکارامرزی و غیره را ندارد لذا 

 ارکوف مونت کارلو را داراست.روش زنجیره م

 

 تکنيک زنجيره مارکوف مونت کارلو -2-1
دامنه کاربرد مونت کارلو وسیع بوده و در این تحقیق روشی  

برای تولید تابع چگالی احتمال پسین از روی تابع درستی نمایی 

باشد. مبنای کار ایجاد اعداد و تابع چگالی احتمال پیشین می

توزیع احتمال نرمال استاندارد یک یا چند تصادفی از روی تابع 

متغیره و تبدیل آن به اعداد مرتبط با تابع چگالی احتمال پیشین 

باشد. اگر بردار می 33با استفاده از توابع تبدیل احتمال همچون نتَفَ

 نشان دهیم خواهیم داشت: yمتغیر تصادفی استاندارد نرمال را با 
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کرده و  cبا استفاده از تبدیل احتمالاتی تبدیل به  yسپس  

ت اس ذکرقابلآوریم. دست میهاز روی آن توزیع احتمال پسین را ب

که اگر تابع چگالی احتمال پیشین از نوع نرمال باشد )مطابق 

( نرمال فرض شده است( جهت کاهش حجم محاسبات 33معادله )

جای استفاده از تابع توزیع استاندارد نرمال از تابع توزیع هتوان بمی

20. NATAF 
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ترتیب نیازی به تبدیل استاندارد عادی استفاده کرد و بدین

ای برای روش زنجیره مارکوف محدود کننده احتمالاتی نخواهد بود.

برای تولید اعداد تصادفی برای  کهینحوبهباشد مونت کارلو می

-در نظر گرفته می 1icمقدار تصادفی گام قبلی  cMمیانگین 

 شود. 

 

 بحث و نتايج -3
یک روش  عنواندر این تحقیق از روش عددی بدون شبکه به 

جدید برای تعیین پتانسیل الکتریکی بتن استفاده شد. برای این 

های بتنی همگن ساخته شد. سپس با استفاده از منظور نمونه

دستگاه توموگرافی از طریق جفت الکترودهای متصل به بتن در 

مانده الکترود باقی 03نقاط مختلف جریان الکتریکی تزریق و در 

یکی انجام شد. تعداد آرایش جفت های پتانسیل الکترسنجش

حالت در نظر گرفته شد  06 شدهانجامها الکترود که تزریق از آن

عدد  04روی هم و آرایش مربوط به الکترودها روبه 7که تعداد 

درمیان عدد الکترودهای یک 04مربوط به الکترودها کنار هم و 

سیون روش عدد از الکترودها برای کالیبرا 7باشد. در هر آرایش می

مانده برای تشکیل بردار نوفه عدد باقی 7عددی بدون شبکه و 

( شماره آرایش به همراه جفت 0شود. در جدول )استفاده می

الکترود نشان داده شده است که الکترود اول دارای ولتاژ صفر و 

 باشد.ولت می 6الکترود دوم دارای ولتاژ 

گیری شده در دازهسازی عددی، مقادیر ولتاژ اندر مرحله مدل 

 نمونه موردنظربرای تخمین مقادیر ولتاژ در نقاط  MQ-RBFمدل 

 اند. وارد شده ،گیری وجود نداردبتنی که هیچ الکترود اندازه

 برای حل معادلات دیفرانسیل جزئی با استفاده از روش 

MQ-RBFهای عددی بدون های روشعنوان یکی از قابلیت، به

عنوان شرط مرزی و هم شرایط داخلی بهشبکه، هم شرایط مرزی 

قرار گیرند. دقت روش کانزا به  مورداستفادهتوانند موضعی می

( بستگی (00))معادله  RBF-MQ( در مدل c) تعیین ضریب شکل

یکی از مسائل مطالعه  عنوانبههنوز نیز  cدارد. تعیین دقیق مقدار 

 باشد.در علوم مهندسی مطرح می

 Hardy (0993 نشان داد که انتخاب ضریب شکل بستگی به )

 کهیطوربهجایگی دارد، ( نقاط همavedفاصله میانگین )

avedc 815.0 است .Golberg ( اعتبارسنجی 0995و همکاران )

 کردن ضریب شکل بهینه در مدلمتقابل را برای مشخص 

MQ-RBF کار بردندبه. Chen ( 3304و همکاران،)  نشان دادند که

دارای قابلیت بالایی است، تعیین ضریب  MQ-RBFمدل  اگرچه

یک  عنوانبهشکل بهینه در آن بستگی به نوع مسئله دارد و هنوز 

باشد و روش یا تئوری ریاضی برای تعیین آن در پرسش مطرح می

 باشد. ئل مختلف در دسترس نمیمسا

 Nourani ( برای تعیین ضریب بهینه 3307و همکاران )c  از

-ههای بهینیکی از روش عنوانبهروش الگوریتم رقابت استعماری 

سازی در مسائل مهندسی در حل عددی معادلات دیفرانسیل 

با توجه  cانتقال آلودگی استفاده کردند و نشان دادند که مقادیر 

. در این غییر پیدا کندتواند تبه نوع مسئله فیزیکی و شرایط آن می

بهینه  cمطالعه از روش احتمالاتی بیزی جهت تعیین ضریب 

( و براساس 36استفاده شد. بدین ترتیب که با استفاده از معادله )

 c( مقدار بهینه c*و میانگین مقدار ضریب شکل ) eنوفه بردار 

اساس هندسه مسئله و مطالعات پیشین مقدار شود. بر تعیین می

( در نظر گرفته شد. 36در معادله ) 3/3تا  3/0 بین c*اولیه 

آرایش  0مقدار ضریب شکل بهینه برای  0نمونه در نمودار  عنوانبه

-( و یک9)آرایش هم  (، مجاور3روی هم )آرایش همختلف روب

سازی مقدار نتایج بهینه ( نشان داده شده است.03درمیان )آرایش 

با استفاده از روش بیزی نشان  MQ-RBFضریب شکل در مقدار 

برای  متغیر است. 3/3تا  3/0داد که مقدار بهینه ضریب شکل بین 

 3آرایش الکترودهای روبروی هم مقدار ضریب شکل به عدد 

برای آرایش  باشد.می 98/0متوسط آن  نزدیک بوده و مقدار

باشد می 3/3تا  3/0بین  این مقدار تقریباً هم مجاورالکترودهای 

 طوردر این حالت به آمدهدستبهکه متوسط مقدار ضریب شکل 

است. 50/0متوسط 

 

 در تزريق جريان با دستگاه توموگرافی مورداستفادهآرايش جفت الکترودهای  -5جدول 

 هاپیکربندی آرایش آرایش

 روبروی هم
 7 5 6 4 0 3 0 شماره آرایش

 03/7 00/5 04/6 00/0 03/3 9/0 8/4 جفت الکترود

 کنار هم

 04 00 03 00 03 9 8 شماره آرایش

 8/7 7/5 5/6 6/4 4/0 0/3 3/0 جفت الکترود

 30 33 09 08 07 05 06 شماره آرایش

 0/04 04/00 00/03 03/00 00/03 03/9 9/8 جفت الکترود

 درمیانیک

 38 37 35 36 34 30 33 شماره آرایش

 9/7 8/5 7/6 5/4 6/0 4/3 0/0 جفت الکترود

 06 04 00 03 00 03 39 شماره آرایش

 3/04 0/00 04/03 00/00 03/03 03/9 03/8 جفت الکترود
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 های مختلف الکترودهامقدار ضريب شکل بهينه در آرايش -2جدول 

 هاپیکربندی آرایش آرایش

 روبروی هم
 7 5 6 4 0 3 0 شماره آرایش

 95/0 99/0 97/0 30/3 98/0 96/0 97/0 جفت الکترود

 کنار هم

 04 00 03 00 03 9 8 شماره آرایش

 88/0 97/0 05/0 9/0 57/0 66/0 00/0 جفت الکترود

 30 33 09 08 07 05 06 شماره آرایش

 73/0 36/0 0/0 58/0 99/0 46/0 0/3 جفت الکترود

 درمیانیک

 38 37 35 36 34 30 33 شماره آرایش

 39/0 7/0 3/0 43/0 33/0 40/0 30/0 جفت الکترود

 06 04 00 03 00 03 39 شماره آرایش

 39/0 30/0 09/0 48/0 03/0 36/0 65/0 جفت الکترود

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

های مختلف مقدار بهينه ضريب شکل در آرايش -3شکل 
 ،هم ب( آرايش مجاور ،روی همهالف( آرايش روب: الکترودها

 درميانج( آرايش يک
                                                                        

21. Comsol Multiphysics 

درمیان مقدار ضریب شکل در برای آرایش الکترودها یک     

 35/0باشد و در این حالت مقدار متوسط می 7/0تا  3/0محدوده 

دست آمده برای هبا توجه به نتایج ب. ((0)شکل ) دست آمدهب

توان گفت که وضعیت قرارگیری الکترودها های مختلف میآرایش

 کهیورطبهثیر اساسی دارد أدر تعیین مقدار بهینه ضریب شکل ت

هم و ترین انحراف میانگین در آرایش الکترودهای روبروی کم

بیشترین انحراف میانگین در آرایش الکترودهای مجاور هم 

 تواند ناشی از مسیر کوتاه بارشود. این علت میمشاهده می

تواند دچار خطا شود. با این حال از الکتریکی بوده و محاسبات می

در غلبه بر  MQ-RBFهای مهم روش عددی بدون شبکه قابلیت

، باشد که با تغییر ضریب شکلیدر مسئله م جادشدهیاهای نامعینی

تواند کنترل شود. در در هر آرایش می جادشدهیامقادیر خطای 

 مقدار ضریب بهینه شکل نشان داده شده است.  (3)جدول 

در حل معادله  MQ-RBFمدل پیشنهادی  ییکارابرای ارزیابی  

ساز عبور جریان الکتریکی و توزیع پتانسیل دیفرانسیل شبیه

دود افزار المان محمحیط دوبعدی در بتن با نتایج نرمالکتریکی در 

ساز پرکاربرد در مسائل فیزیک یک شبیه عنوانبه 30کامسول

ول افزار کامسهای الکترومغناطیسی مقایسه شد. نرممیدان خصوصاً

 توانداست که میفیزیک مولتیسازی یک مجموعه کامل شبیه

 هایسط مشتقرا تو یرخطیغهای معادلات دیفرانسیل سیستم

( در فضاهای یک، دو و سه FEMروش اجزاء محدود )جزئی به

و جذر ریشه  33بعدی حل نماید. برای این منظور ضریب تبیین

های های مرسوم در ارزیابی دقت مدلروش عنوانبهمربعات خطاها 

مهندسی بین مشاهدات و محاسبات پتانسیل الکتریکی الکترودها 

ارزیابی  (0)های مختلف بررسی شد. برای مثال در جدول در آرایش

نشان داده شده  03و  9، 3و کامسول برای آرایش  MQ-RBFمدل 

و کامسول برای کلیه  MQ-RBFهای نتایج ارزیابی مدل است.

نسبت به  MQ-RBFمدل  ییکاراحالات مختلف نشان داد که 

 بیشتر است. %8کامسول 

22. Determination Coefficient 
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های نتايج ارزيابی پتانسيل الکتريکی آرايش -3جدول 

 و کامسول MQ-RBFمختلف با استفاده از روش 

 MQ-RBF Comsol آرایش
RMSE DC RMSE DC 

3 34/3 98/3 36/3 95/3 

9 37/3 89/3 38/3 88/3 

03 36/3 94/3 35/3 93/3 

 

صورت توجیه شود که در روش اجزاء تواند بدیناین مسئله می 

ن باشد که ایاعمال شرایط واقعی فیزیک مسئله مشکل میمحدود 

ثیر قرار دهد. أاجزاء محدود در کامسول را تحت ت هایتواند مدلمی

 سیمان که تحت دانه و خمیرای متشکل از سنگماده عنوانبهبتن 

واند تشرایط رطوبت، دما، فشار و غیره خصوصیات فیزیکی آن می

باشد. سازی اجزاء محدود میمدلتغییر کند عامل عدم قطعیت در 

ازی سشبکه با تغییر ضریب شکل در مدل اما در روش عددی بدون

 تواند مرتفع شود.کردن آن این مسئله میو بهینه

نتایج توموگرافی کلیه نقاط داخلی نمونه بتنی با استفاده از  

های مختلف نشان داد آرایشو کامسول برای  MQ-RBFهای مدل

 (4)نمونه در شکل  عنوانبهها وجود دارد. بی بین آنکه انطباق خو

نشان داده شده است.  3توموگرافی نمونه بتنی برای آرایش شماره 

برای  MQ-RBFشنهادی بنابراین با مقایسه نتایج حاصل از مدل پی

ساز عبور جریان الکتریکی و توزیع حل معادلات دیفرانسیل شبیه

 در بتن با نتایج مشاهدات پتانسیل الکتریکی در محیط دوبعدی

توان گفت که مدل پیشنهادی از آزمایشگاهی و مدل کامسول می

 مناسبی در توموگرافی بتن برخوردار است. ییکارا

 

 
 

با  2توموگرافی نمونه بتنی برای آرايش شماره  -4شکل 

 MQ-RBFافزار کامسول و مدل استفاده از نرم

 

 گيرینتيجه -4
های غیرمخرب برای تعیین خصوصیات کیفی بتن روشتوسعه  

باشد و استفاده از ن میهای مهم در زمینه مهندسی عمرااز چالش

های سازی آن جهت تعیین ویژگیهای دقیق برای شبیهروش

-میان روش الکتریکی در دهه نیا در. کیفی بتن حائز اهمیت است

تلفیق روش عددی  تحقیق حاضر بادر  .اخیر مطرح شده است های

ه عنوان یک روش بدون شبککوادراتیک بهمولتی اعیتابع پایه شع

سازی پارامتر ضریب شکل در و مدل احتمالاتی بیزی برای بهینه

ساز عبور جریان الکتریکی و توزیع حل معادلات دیفرانسیل شبیه

 پتانسیل الکتریکی در محیط دوبعدی در بتن به کار گرفته شد. 

پیشنهادی در این تحقیق که دارای مزایایی  MQ-RBFمدل  

ر، بندی، قابلیت توسعه آسان به ابعاد بالاتشامل: بدون نیاز به شبکه

 دباشیمحل در شرایط مرزی ناقص یا نامشخص و هندسه پیچیده 

یک نوآوری در حل معادله دیفرانسیل توزیع پتانسیل  عنوانبهکه 

توان نتیجه گرفت میمطالعات آزمایشگاهی . براساس استطرح م

بستگی به نوع و  اساساً MQ-RBFکه مقدار ضریب شکل در مدل 

شکل معادله دیفرانسیل جزئی حاکم، شرایط هندسی محدوده 

محاسباتی و تغییرات شرایط مرزی دارد. پارامتر ضریب شکل در 

-روی هم از نامعینی کمهتزریق جریان در آرایش الکترودهای روب

درمیان برخوردار است و یک هم مجاورهای تری نسبت به آرایش

تواند به دلیل پولاریزاسیون بتن در مسیرهای کوتاه جریان که می

تواند بیشتر بروز کند. در شرایط غیرهمگن می موضوعباشد. این 

ارزیابی آزمایشگاهی تحقیق نشان داد که کارایی مدل پیشنهادی 

MQ-RBF مدل مشابه  از دقت مناسبی برخوردار است و نسبت به

ند توارو روش پیشنهادی میدقت بیشتری دارد. از این %8کامسول، 

یک روش غیرمخرب در ارزیابی خصوصیات کیفی بتن  عنوانبه

 قرار گیرد. موردتوجه
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1. Introduction 

Concrete is the most widely used construction material in the world for many decades. Old existing 
structures are deteriorated and needed inspection and repair. Electrical methods, which are inexpensive and 
easy to handle, are well known as non-destructive inspection methods. They can give information about the 
position, size, and orientation of inclusions like bar and fiber, condition of corrosion, state of humidity and 
probable corrosive ions, and the degree of cracking in concrete. Both alternate and direct currents (AC & DC) 
can be used in electrical resistance measurement (ERT). A major problem of the DC method is the measurement 
error produced by a polarization of the specimen. In AC methods the frequency should be kept as low as 
possible to avoid the inductance effects of long connecting cables and also the frequency has to be high enough 
to avoid electrode polarization effects. In ERT, electric current is injected through electrodes, and the voltage 
produced on the object surface is recorded using several electrode pairs. Then an estimate of the spatial 
distribution of conductivity is mapped (Karhunen et al., 2010). 

The finite element method (FEM) has been widely applied for the numerical solution of governing physical-
based partial differential equation of electric current flow (Hou and Lynch, 2009). FEM needs a mesh in the 
solution domain or on its boundary which makes some difficulty in highly irregular and complex geometry. The 
meshless method is an alternative solution that was developed to establish a system of (linear) algebraic 
equations for the entire domain of the problem without creating pre-defined meshes. In this study meshless 
method is used due to the following advantages (Nourani and Babakhani, 2012): 1) It doesn’t require a domain 
and boundary meshing; 2) there is no need for integration in domain and boundary; 3) point location is the 
only variable in RBF functions which makes it suitable for high dimensional problems; 4) RBF is easy to code 
and implement. Among various types of meshless methods, multi-quadratic radial basis function formulation 
(MQ-RBF) is mostly utilized. One challenging issue related to the MQ-RBF method is the calibration of shape 
coefficient which is a case-sensitive parameter. This research proposed a Bayesian statistical theorem for the 
calibration of shape coefficient. 

ERT problems are ill-posed inverse problems that are very sensitive to a moderate error in modeling and 
uncertainties like unknown conductivity distributions and shape coefficient. In this paper, we make use of MQ-
RBF to numerically solve differential equations of ERT formulation in two dimensions. Using Bayes’ theorem, 
the related inverse problem changes to a statistical nonlinear problem in which the unknowns are the 
conductivity distribution and shape coefficient. An experimental study was conducted to validate the proposed 
method. In order to solve the optimization problem, we employ the Markov chain-Monte Carlo method 
(MCMC). Although the computational cost of MCMC can apparently be high, by taking appropriate prior, results 
will quickly tend to accurate reconstruction. 
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2. Materials and Methods 

2.1. Experimental setup 

In ERT we need some potential measurements on the outer face of the specimen. To this end, electric current 
is injected through prepared rectangle concrete samples and the electrical potential in different boundary 
electrodes were measured by tomography device. Injecting current flow through the specimen is done via pair 
electrodes in 3 main configurations. Opposite, adjacent, and one-in-a-row pairs and in total, 35 configurations 
were studied. Configuration 2 and 9 correspond to pair electrodes 2 & 10 and 2&3, respectively (Fig. 1). 

 

  

Fig. 1. Concrete specimen (right), dimensions of specimen and number of electrodes (left) 

 

2.2. Numerical Study 

In order to analyze gathered laboratory data, the shape coefficient was calibrated using the Bayesian 
method and afterward, potential in any point inside the specimen was calculated by a meshless method. To 
evaluate the ability of the meshless method, the results got compared with Comsol multiphysics modeling 
results. 
 

3. Results and discussion 

The first step in the meshless method is to calibrate the shape coefficient which was done by Bayes’ theorem. 
For example, Fig. 2 shows the optimized shape coefficient for configurations 2 and 9. 

 

  

Fig. 2. Optimum shape coefficient of configuration 2 (Right) and configuration 9 (Left) 

 

Results show that among 3 main pair configurations the lowest deviation of shape coefficient is for opposite 
pairs and the highest deviation of shape coefficient is for adjacent pairs. Also, results show that the efficiency 
of the meshless method is more than the Comsol model by 8 percent. 
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4. Conclusions 

Electrical methods are well known as non-destructive inspection methods. In this research meshless 
method in conjunction with the Bayesian theorem was proposed for the solution of deferential equation of 
electric current flow in concrete. It’s concluded that the best agreement is obtained in the opposite pair 
configuration. Results showed that the meshless method is reliable in the electrical tomography of concrete. 
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