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لاگرانژي با در نظر گرفتن لايه  -تحليل ديناميكي اندركنش سد و مخزن به روش اويلر
  در مرز انتشاري مخزن) PML(كاملاً سازگار 

  
  2 سجاد پيربوداقي و 1∗ نژادرضا تاري

  دانشگاه تبريز ،استاديار دانشكده مهندسي عمران ١
  دانشگاه تبريز ي عمران،، دانشكده مهندسهاي هيدروليكي ازهدانشجوي دوره دكتراي س ٢

 
  چكيده

محدود، تحول شگرفي  جزايبا گسترش كامپيوترها و ارائه روش ا. حل مسئله اندركنش سد و مخزن از ديرباز مورد توجه مهندسين عمران بوده است     
لذا ارائه شرايط مرزي مناسب  ،مناسب دارندهايي نياز به اعمال شرايط مرزي  جا كه حل چنين سيستم از آن. ها به وجود آمد در زمينه حل اين سيستم

اخيراً به عنوان يك شرط مرزي مناسب براي مرز ) PML(لايه كاملاً سازگار . به خصوص در مرز انتشاري مخزن همواره مورد توجه محققين بوده است
براي اين منظور ابتدا . كار گرفته شده استه ي مخزن باين نوع شرط مرزي در مرز انتشار ،در اين مقاله. معرفي شده است) مرز انتشار امواج(دست دور

تحليل  ،به منظور. محدود ارائه شده است جزاياسازي اين شرط مرزي با استفاده از روش سپس روند پياده ،بيان شدهPML مفاهيم پايه شرط مرزي 
هاي پارامتري روي سيستم اندركنشي سد و و تحليل توسعه يافتهMATLAB افزار محدودي در محيط نرم جزاياديناميكي سيستم سد و مخزن كد 

د كه استفاده از ندهنتايج نشان مي. براي تعيين بهينه ضريب تابع كاهنده انجام شده است مرزي سامرفلد مخزن با استفاده از اين شرط مرزي و نيز شرط
كمتر براي يك دقت يكسان دارد كه منجر % 50تا  دل كردن مخزندر مقايسه با شرط مرزي سامرفلد نياز به م) PML(شرط مرزي لايه كاملاً سازگار 

  . به كاهش زمان محاسبات خواهد شد
 .لاگرانژي -محدود، مرز انتشاري مخزن، رويكرد اويلر جزايا، روش )PML(اندركنش سد و مخزن، لايه كاملاً سازگار  :كليدي واژگان

  
  مقدمه -1

به بدنه سدهاي به منظور محاسبه دقيق فشار آب مخزن      
بزرگ لازم است علاوه بر فشارهاي هيدرواستاتيك، اثرات فشار 
هيدروديناميكي در حين زلزله نيز به صورت مناسب برآورد 

اين مسئله با عنوان اندركنش ديناميكي سد و مخزن در . گردد
لرزه مطرح شده و عاملي عمده در طراحي سدهاي حين زمين

ز ـخيزلهـوجود در نواحي زلـي مدهاـي سـرآورد ايمنـديد و بـج
  .باشد مي

در  1و به دنبال شكست سد سنت فرانسيس 1928از سال      
رنيا، مشكلات خرابي سدهاي بزرگ توجه بسياري را به خود كاليف

ساز انجام تحقيقاتي گسترده در اين زمينه جلب نمود و زمينه
بررسي حوادث متعددي كه از آن زمان تاكنون براي انواع . شد

مختلف سدها در بسياري از نقاط جهان رخ داده اهميت اين 
توان به دو  در اين زمينه مي. دهدموضوع را به خوبي نشان مي
در هند اشاره  3در چين و كوينا 2سد بتني هسين فنگ كيانگ

ها جدي به آنهاي در اثر زلزله، آسيب 1960نمود كه در دهه 
سد سفيدرود است كه در زلزله سال  ،نمونه ديگر. وارد گرديد

                                                 
1- Saint Francis 
2- Hsin Feng kuang 
3- Koyna 

امروزه به دليل قابليت روش اجزاء  .ديدگي شددچار آسيب 1369
هاي رياضي با اشكال هندسي پيچيده و محدود در تعريف مدل
سازي سدهاي بتني معمولاً از اين روش مصالح مختلف، در مدل

و انتخاب آن براي حل معادلات مخزن شود از اين ر استفاده مي
هاي حل معادلات سد و تواند هماهنگي مناسبي بين روشمي

 .مخزن پديد آورده و به ميزان زيادي از پيچيدگي مسئله بكاهد
  اما مدل كردن مخازن بزرگ و نامحدود با اين روش با

جا كه گنجاندن كل مخزن در از آن. هايي همراه استدشواري
هزينه و غير عملي است، ناگزير بايد مدل را در مدل كاري پر 

  . فاصله مناسبي از بدنه سد قطع نمود
در هنگام زلزله، امواج فشاري هيدروديناميك ايجاد شده در      

ژي آب به سمت بالادست مخزن منتشر شده و همراه با خود انر
اما در مدل اجزاء محدود، اين مرز قطع . كنندرا از محيط دور مي

در حالت عادي با جلوگيري از انتشار امواج، موجب انعكاس شده 
در نتيجه بايد با اعمال يك شرط . شودها به داخل محيط ميآن

مرزي انتشاري مناسب در اين ناحيه، مدل عددي مخزن را تا حد 
  .له از بين نرودأممكن كوچك گرفت به شرطي كه دقت مس

مرزي استفاده  تحقيقات متعددي براي افزايش دقت شرايط     
شده در مرز قطع شده مخزن و پي انجام گرفته و شرايط مرزي 

  تــلازم به ذكر اس. متعددي براي اين منظور پيشنهاد شده است
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جا كه اعمال اين شرايط مرزي در مسائل اندركنشي سد و از آن
لذا اين  ،آيدمخزن در فواصل كم يك نوع تقريب به حساب مي

تحقيقات همچنان در جهت افزايش دقت شرايط مرزي 
پيشنهادي و بهينه كردن طول مورد نياز مخزن براي كاهش 

  .دهاي عددي ادامه دارها روي مدلهزينه و زمان تحليل آن
     Westergaard ]1 [ فشار  1933اولين كسي بود كه در سال

هيدروديناميك آب را بر روي سدهاي بتني تحت تأثير حركت 
وي توزيع فشار را براي . هارمونيك افقي زمين محاسبه كرد

  ها،در اين فركانس. دست آورده هاي كوچك بفركانس
توان اثر يم رو پذيري سيال تأثير ناچيزي دارد از اينتراكم

در سال . فشارهاي هيدروديناميك را با جرم افزوده معادل دانست
، مقادير ]Haefeli ]2و  Zangarهاي ، دو محقق به نام1953

سازي فشار هيدروديناميكي وارد بر سدها را توسط روش شبيه
به بررسي اين ] Kotsubo ]3سپس . دست آوردنده الكتريكي ب

حل وسترگارد تنها براي  مسائل پرداخت و نشان داد كه
  . ارتعاشاتي با فركانس كمتر از فركانس طبيعي مخزن صادق است

مسأله دو بعدي تعيين فشارهاي هيدروديناميك بر روي يك      
وي با بررسي تأثير . دنبال شد] Chopra ]4سد صلب توسط 

پذيري آب بر پاسخ فشار هيدروديناميك مخزن نشان داد تراكم
  ناپذير، حل وسترگارد براي تمامراكمكه براي سيال ت

اما در سدهاي بلند، تأثير . هاي بارگذاري صادق استفركانس
هاي پذيري آب بر پاسخ فشار هيدروديناميك در فركانستراكم

سپس مدل ] 5[و همكاران  Chopra. باشدبالا قابل توجه مي
پذير با در نظر گرفتن اندركنش سد و خود را به سد انعطاف

  . گسترش دادند مخزن
روشي ] Chakrabarti ]7و  Chopra ،1981در سال 

ها براي تحليل پاسخ سدهاي بتني اساس زيرسازه عمومي بر
هاي افقي و وزني با استفاده از روش اجزاء محدود تحت اثر مؤلفه

  .عمودي زلزله ارائه دادند
     Zienkiewicz  و همكاران براي مدل كردن ناحيه دور در

را براي ايجاد يك مرز ] 8[امحدود، شرط مرزي سامرفلد مخازن ن
در واقع شرط . انتشاري در ناحيه قطع شده معرفي كردند

دست  سامرفلد مانند قرار دادن تعدادي ميراگر در انتهاي دور
افزاري چندين ميراگر در هاي نرمسازيكند و در مدلعمل مي

رط مرزي با وجود دقت ش .شودمرز مورد نظر قرار داده مي
  .سازي حجيم مخزن بودسامرفلد، مشكل اين شرط نياز به مدل

     Saini  براي ناحيه دور در مخازن نامحدود از ] 9[و همكاران
توابع شكل اين اجزاء نامحدود . انداجزاء نامحدود استفاده كرده

   .هستندداراي ميرايي نمايي 

     Sharan ]10 [ي غير براي ناحيه قطع شده، يك شرط مرز
اين روش با وجود سادگي نتايج نسبتاً . انعكاسي ارائه نموده است

هاي متعارف به مدل كردن خوبي داده و در مقايسه با ساير روش
  . ناحيه كوچكتري از مخزن نياز دارد

     Watanabe  در تحقيقي براي اين ناحيه از  ]11[و همكاران
وش اثرات جذب آنان در اين ر. انديك مرز لزج استفاده كرده

  .اندانرژي در رسوبات كف مخزن را نيز منظور نموده
از روش المان مرزي نيز براي مدل كردن سد و مخزن 

در مقالات متعدد  ]12[و همكاران  Tsai. استفاده شده است
مخزن در حوزه زمان به ارائه يك - خود براي تحليل سيستم سد

و  Seghir. مرز انتشاري براي ناحيه دور مخزن پرداختند
محدود و مرزي و  اجزايبا استفاده از تركيب  ]13[همكاران 
هاي مرزي اجزايبا استفاده از  ]14[و همكاران  Wangهمچنين 

  .انداز مراتب بالاتر به بررسي اندركنش سد و مخزن پرداخته
هاي مرزي از كارهاي جديد در اين زمينه با استفاده از شرط     

و ] 15[و همكاران  Gogoiتوان به متفاوت كاربردي نيز مي
  .اشاره كرد] 16[و همكاران  Samiiهمچنين 

     PML  جديدي است كه نخستين بار در نسبتاً شرط مرزي
 Weedonو Chew  .]17[ حوزه الكترومغناطيس معرفي شد

اوليه در واقع يك  PMLبلافاصله نشان دادند كه معادله ] 18[
اندك زماني پس از آن به . تتغيير متغير در حوزه فركانس اس

انتشار  در مرزهاي PMLهاي مهندسياكثر شاخهسرعت در 
اولين بار  .مستهلك كردن آنها استفاده شدبه منظور امواج 
Chew  وLiu ]19 [ از اين روش براي معادلات الاستوديناميك

با استفاده از اين ] Basu ]20، 21و  Chopra. استفاده كردند
  .م اندركنشي سد و پي پرداختندروش به تحليل سيست

     Mehdizadeh  وParaschivoiu ]22 [ با استفاده از روش
به معادله  PMLاجزاء محدود طيفي و اعمال لايه جاذب 

ولتز استاتيكي نشان دادند كه امواج ورودي به اين لايه ههلم
با ارائه يك تابع ] Albocher ]23و  Harari. شوندكاملاً ميرا مي

، كارايي آن را PMLوابسته به خصوصيات سيستم براي كاهنده 
. اندي معادلات موج الاستيك نشان دادهبا حل چند مثال ساده

Fajardo  وPapageorgiou ]24 [كه معادلات  با توجه به اين
PML ي كانولوشن همراه هاي پيچيدهدر حوزه زمان با انتگرال

نكردن اين هاي مبتني بر حل است، به بررسي پايداري روش
در ] Kallivokas ]25و  Kucukcoban. اندها پرداختهانتگرال

مثل موقعيت  PMLيك محيط غيرهمگن، پارامترهاي دخيل در 
هاي منبع موج، ابعاد محيط اصلي و محيط جاذب و وجود لايه
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مختلف را بررسي كرده و برخي پيشنهادات كاربردي حاصل از 
  .اندتحليل نتايج ارائه كرده

سد در  اين شرط مرزي در محيط مخزن ،در تحقيق حاضر     
براي مستهلك  اين روشكارآيي مرز انتشاري استفاده شده و 

فشاري هيدروديناميك منتشر شده در محيط مخزن كردن امواج 
لرزه مورد ناشي از اثر اندركنش سد و مخزن در موقع زمين

به ناسبي مكد كامپيوتري  بدين منظور. ارزيابي قرار گرفته است
با سد و مخزن سيستم اندركنشي براي تحليل  MATLAB زبان

براي بررسي  .توسعه داده شده استلاگرانژي - رويكرد اويلر
صحت كد نوشته شده، نتايج حاصل از كد توسعه يافته حاضر با 

 سامرفلدنتايج حاصل از تحقيقات گذشته با استفاده از شرط 
و پس از اطمينان از صحت اند مقايسه شده 1براي سد پاين فلت،
هاي پارامتري روي سيستم اندركنشي تحليلكد توسعه يافته، 

مرزي  و نيز شرط PMLسد و مخزن با استفاده از شرط مرزي 
  .سامرفلد براي تعيين بهينه ضريب تابع كاهنده انجام شده است

  
  معادلات ديناميكي حاكم بر محيط سد و مخزن -2
  بر محيط مخزن معادلات ديناميكي حاكم -2-1

معادلات ديفرانسيل حاكم بر انتشار امواج فشار      
هيدروديناميك در محيط مخزن جزء دسته معادلاتي موسوم به 

  :شونداست كه به شكل زير بيان مي 2معادلات شبه هارمونيك
  

2

2 0x y zK K K H
x x y y z z t t

ϕ ϕ ϕ ϕ κµ ρ
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

)1(  

جرم حجمي  ρمدول ارتجاعي سيال،  K ،در معادله فوق     
معادله . مدول برشي سيال است µتابع پتانسيل وϕل،سيا

باشد كه با فرض مي) 1(هلمهولتز حالت خاصي از معادله 
و انتخاب فشار به  Hو  µنظر از  ايزوتروپ بودن محيط و صرف

  :آيددست ميه ب) 2(عنوان كميت مورد نظر به شكل معادله 
  

)2                            (                      0T K P Pρ∇ ∇ − =&&  
  

جرم حجمي سيال و  ρمدول ارتجاعي سيال،  K ،در معادله فوق
P فشار هيدروديناميك است.  

هاي محدود براي حل معادلات ديفرانسيل با در روش المان     
شود كه ده ميهاي تقريبي استفاشرايط مرزي معين از روش

                                                 
1- Pine flat 
2- Quasi – harmonic equation 

بر اساس اين روش  .گالركين است -ها روش ريتزترين آنمعروف
  ]:26[ آيددست ميه ب) 2(رابطه  3شكل تضعيف شده

  
( ) 0

q

TT

s
WK Pd W Pd WK P ndsρ

Γ Γ
∇ ∇ Γ + Γ − ∇ =∫ ∫ ∫&&  

)3(  
  

 Ni با تعريف توابع انترپولاسيون. تابع وزن است Wدر رابطه فوق 
زير توان فشار هيدروديناميك در محيط مخزن را به شكل مي

  :تقريب زد
  

)4   (    
 1

m

i i
i

p N P
=

= ∑
  

  
M جايي كه در محيط سيال، فشار  ها است و از آنتعداد گره

هيدروديناميك مجهول گرهي است و هر گره تنها يك درجه 
مساوي تعداد درجات آزادي سيال نيز خواهد  mآزادي دارد، لذا 

) 3(ه عنوان تابع وزني رابطه با انتخاب توابع انترپولاسيون ب. بود
  :]26[ شودبه شكل زير تبديل مي

  

, 1,
q

T T T
j j js

pN Pd N Pd N ds j m
K n
ρ

Γ Γ

∂
∇ ∇ Γ+ Γ = =

∂∫ ∫ ∫&&  
)5(  

  
 mدهد كه براي دست ميه معادله ب m ،دستگاه معادله فوق

در ) 4(از رابطه  Pگذاري كافي است با جاي P مجهول بردار
مجهولي فوق را به شكل  mمعادله  mتوان دستگاه مي) 5(رابطه 

  :ر نشان دادزي
  

2

1 0
q

T T T

s

pN Nd p N Nd P N ds
c nΓ Γ

∂⎡ ⎤⎡ ⎤∇ ∇ Γ + Γ − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂⎣ ⎦∫ ∫ ∫&&

)6(  

  
  :دنشو نشان داده مي Eو  Hكروشه به ترتيب با  داخل هايانتگرال

  

)7    (                                  TH N N d
Γ

= ∇ ∇ Γ∫  
  

)8       (                          2

1 TE N N d
c Γ

= Γ∫  

  
                                                 
3- Weak form 
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ماتريس شبه جرم  Eاتريس شبه سختي و م H در روابط اخير،
  . سيال است

از شرايط مرزي محيط  )6(براي محاسبه جمله سوم رابطه      
  :كنيمسيال استفاده مي

  

)9                (  
4

1q i

T T

s s
i

p pN d s N d s
n n=

∂ ∂
=

∂ ∂∑∫ ∫  
  

با اعمال شرايط مرزي نهايتاً دستگاه معادلات ديناميكي حاكم بر 
يناميك در محيط مخزن به شكل زير انتشار امواج فشار هيدرود

  :شودنشان داده مي
 
)10(  

  
fEP AP HP R+ + =&& &  

)11(  
  

2

1 TE N N d
c Γ

= Γ∫  

)12(  
1

1 T

S
A N N ds

c
= ∫ 

  
)13(  

  

2
T cH N Nd A

h
π

Γ
= ∇ ∇ Γ +∫ 

  
)14(  

  

( )f T
gR Q u uρ= − +&& &&

 
  
)15(  

  

4

T T

S
Q N n N d s= ∫ 

  
- به ترتيب توابع انترپولاسيون در المان Nو  N ،در روابط فوق

بردار عمود بر سطح  nباشند و هاي محيط سيال و سازه مي
به ترتيب  ρ و c ،g ،hمشترك بين سد و مخزن است پارامترهاي 

سرعت امواج فشار در محيط مخزن، شتاب ثقل، ارتفاع مخزن و 
اگر مرزهاي محيط سيال از خطوط . باشندال ميجرم حجمي سي

مستقيمي تشكيل شده باشند، انتگرال 
1

T

S
N Nds∫  به طور

خطي متناسب با طول مرز تحت انتگرال خواهد بود كه در نتيجه 
 S2و  S4به ترتيب متناسب با طول مرزهاي  Qو  Aهاي ماتريس

TNانتگرال . خواهند بود) 1(در شكل  Nd
Γ

Γ∫ طور خطي ه نيز ب
متناسب با مساحت ناحيه تحت انتگرال خواهد بود كه در نتيجه 

ماتريس . متناسب با مساحت محيط سيال خواهد بود Eماتريس 
عمدتاً تابعي از هندسه يا به عبارتي نسبت  H شبه سختي سيال

لازم به ذكر است با حذف ترم  .]26[ طول به عمق مخزن است
  .شود، شرط شاران به شرط سامرفلد تبديل مي)13(وم رابطه د

  

  

 هاي مرزيمدل شماتيك سد و شرط -1شكل 
  
  معادله ديناميكي حاكم بر محيط سازه - 2-2

توان دستگاه معادلات ديناميكي حاكم بر حركت سازه را مي     
  :]27[ به شكل زير نشان داد

  

)16         (                             ( )Mu Cu Ku F t+ + =&& &  

  
هاي جرم، ميرايي و به ترتيب ماتريس Kو  M ،Cكه در آن 

به ترتيب بردار تغييرمكان نسبي، سرعت  &&uو &u،uسختي و
)همچنين . اندنسبي و شتاب نسبي سازه )F t تابع نيروهاي وارده

  .باشدمي
  
  روش حل معادلات كوپله سيستم -2-3

مخزن در فرمولاسيون اويلر  معادلات كوپله سيستم سد و     
  :]24[ باشدلاگرانژ به شكل زير مي

 

)17(                     gM u C u K u Q P M u+ + = − −&& & && 
 

)18(               ( )T
gE P A P H P Q u uρ+ + = − +&& & && &&  

  
) 19(توان به شكل ماتريسي رابطه دستگاه معادلات فوق را مي

  :نوشت
  

0 0
0

0 0
g

TT
g

MuM C K Q
Q uQ E A H pp p

δδ δ
ρρ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
+ + + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

&& & &&

&&&& &

  

)19(  

  
هاي ضرايب دستگاه شود ماتريسطور كه مشاهده مي همان

زمان اين معادلات فوق نامتقارن و غيرنواري هستند و حل هم
بسيار نيازمند كامپيوترهاي با حافظه فعال زياد است و نيز 
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زمان دستگاه لذا براي احتراز از حل هم. باشدگير مي وقت
در اين روش معادلات . گردداستفاده مي 1معادلات، از روش تكرار
هاي شوند و ماتريسطور جداگانه حل ميه محيط سازه و سيال ب

كنند و به اين ب شكل متقارن و باندي خود را حفظ مييضرا
 امپيوتر به حداقل ممكن كاهشترتيب حافظه فعال مورد نياز ك

شود و در در قلمرو زمان انجام مي تحليلدر اين روش . يابدمي
هر گام زماني تا رسيدن به همگرايي مورد نظر معادلات محيط 

در حوزه فركانس دستگاه . شوندسازه و سيال به نوبت حل مي
  :]5[ معادلات به صورت زير خواهد بود

  
2

2 2

(1 2 ) T
g

T
g

M uM i K Q
Q E i A H p Q u

δω β
ρ ω ω ω ρ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫−⎡ ⎤− + + − ⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− − + + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 
)20  (  
  

  .باشدمي 2ضريب ميرايي هيستريك βكه در اين رابطه 
  
  )3PML(شرط مرزي لايه كاملاً سازگار  -3

، يك مدل لايه جذب كننده براي )PML(لايه كاملاً سازگار      
معادلات موج خطي است كه تقريباً به طور كامل، امواج را جذب 

براي مباحث ] 17[ابتدا توسط برنگر  PMLمفهوم لايه . كندمي
با معرفي اين شرط محققين ديگر اين . الكترومغناطيس ارائه شد

شرط را براي ساير معادلات موج خطي مانند معادله هلمهولتز، 
هاي ناتراوا و براي امواج معادله اويلر، معادله موج براي محيط

  .الاستوديناميك بسط دادند
موج براي معادله  PMLبندي ايده اصلي براي فرمول     

ارائه ] Liu ]19و  Chewالاستوديناميك براي اولين بار توسط 
سازي را براي مدل  Chopra ]20، 21[PMLو  Basu. شد

. نهايت زير پي صلب مورد استفاده قرار دادندمحيط نيمه بي
كارآيي بسيار بالايي براي  PMLها نشان داد كه تحقيقات آن

  .مستهلك كردن امواج دارد
  
  ايه و روابط اساسيمفاهيم پ -3-1

بعي از تا كه باشدمي eikxمعادله امواج يك بعدي داراي ترم     
را حتي  xتوان محور و اين بدان معناست كه مي است xمتغير 

اين امواج داراي حالت . در مختصات موهومي هم در نظر گرفت

                                                 
1- Staggered scheme 
2- Hysteric 
3- Perfectly matched layer 

حال اگر  .نهايت ادامه داردباشند كه اين نوسانات تا بينوساني مي
در اين متغير در مختصات حقيقي،  xدر نظر گرفتن  به جاي

و يك  همختصات تركيبي حقيقي و موهومي در نظر گرفته شد
د كه امواج گردترم موهومي به معادله افزوده شود، مشاهده مي

 eik(Rex+Imx)=eikRexe-kImxاست كه  علت اينشوند  مستهلك مي
ي بزرگ به ها  xتر از صفر وهاي بزرگ kو چون ترم دوم براي 
كند، پس كل عبارت به سمت صفر ميل سمت صفر ميل مي

حل ارائه شده براي حل همان راه در واقع اين راه. خواهد كرد
نقطه قوت اين روش اين است كه مثل . مواد جاذب موج است

جاست  باشد، اما مشكل اين مي xمتغير فقط تابعي از  ،حالت قبل
لت داشتن قسمت موهومي كه حل معادله ديفرانسيل حاصله به ع

براي حل اين مشكل از تبديل سيستم . باشدكمي مشكل مي
براي تبديل مختصات به صورت زير  .شودمختصاتي استفاده مي

  :شودعمل مي
  :نشان داده شود، داريم %xاگر محور جديد را با      

  

)21                      (                          ( ) ( )x x x if x= +%  
  

∂xجايي كه پس هر .باشدتابع تبديل مي fكه در آن  وجود  %
  :توان به جاي آن، عبارت زير را جايگزين نمودداشته باشد مي

  

)22              (                            ( 1 )dfx i x
dx

∂ = + ∂%  
  

معرفي ) 23(به صورت رابطه  xσتابعي مثل ،براي راحتي كار
  :گردد مي
  
)23(  

( )x xd f
d x

σ
ω

=
  

  
  :داريم xσبا اعمال 

  

)24(  
1

( )1 x xx xi σ
ω

∂ ∂
→

∂ ∂+
  

  
 PMLو اين رابطه، رابطه اصلي در تبديل محورهاي مختصات در 

  ].18[ است
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  محدود به روش المان PMLاعمال -3-2
محدود بايد تغييراتي در به روش اجزاي  PMLبراي اعمال      

اگر ماتريس . اعمال كرد PMLهاي سختي و جرم المان ماتريس
  ]:22[د نجرم و سختي به ترتيب با روابط زير نشان داده شو

  

)25 (  e

TE N N dρ
Ω

= Ω∫
  
  

)26 (  
e

TH B D B d
Ω

= Ω∫
  

توابع زير انتگرال اين روابط بايد در تابعي  PMLي هابراي المان
به وجود  PMLكاهنده ضرب شده تا اثر استهلاك امواج در لايه 

، ضابطه ماتريس ψبدين ترتيب با اعمال اين تابع كاهنده . آيد
  .گرددزير بيان مي شكلجرم به 

  
)27(     e

TE N N dψ ρ
Ω

= Ω∫
  

  
رت در ماتريس سختي نيز همين توابع در ماتريس به همين صو

D% اعمال خواهد شد:  
  

)28 (  
e

TH N D N d
Ω

= ∇ ∇ Ω∫ %

  

)29(  
1 0

0
D ψ

ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

%

 
  

تابع كاهنده . است Nمشتق تابع شكل  B ،كه در روابط بالا
  :شودصورت زير تعريف ميه اعمالي ب

  
)30(  1 iψ σ= −  

)31(    
  

2
* 1 1

* 2
1 1

( )
( )

x a
a a

σ σ −
=

− 
  

 ،در رابطه بالا     
1a  و*

1a  به ترتيب طول لايهPML  و طول
ضريب تابع كاهنده اصلي است كه  σ* باشند ولايه اصلي مي

هاي مختلف براي طول لايه. نه تعيين شودبايستي به صورت بهي
هاي سختي و جرم حساب شده و در ماتريس ψ تابع كاهنده

بدين ترتيب . شوند و سپس روند قبلي انجام خواهد شدضرب مي

روند حل PML بعد از ساختن لايه . شودتشكيل مي PMLلايه 
  ].22[ باشدمانند حل معمولي معادلات مي

  
  هاي انجام گرفته و نتايج آنتحليل-4

هاي بتني وزني كه رفتار ديناميكي يكي از مشهورترين سد     
پاين فلت آن توسط محققين متعددي بررسي شده است، سد 

 Kingاين سد در ايالت كاليفرنياي آمريكا بر روي رودخانه . است
ت ست كه مطالعاا علت انتخاب اين سد آن. احداث گرديده است

زيادي روي آن انجام شده و به كمك اين مدل بررسي صحت 
مدلي كه مطالعات بر روي آن  .پذير استنتايج به راحتي امكان

صورت گرفته است، مشابه ستون فاقد سرريز سد پاين فلت 
باشد كه مشخصات هندسي مدل اجزاء محدود آن در شكل  مي

  .شودديده مي) 2(
  

 
  

  مدل سد پاين فلت - 2شكل 
  
. مصالح سد ايزوتوپ، همگن و با رفتار الاستيك خطي است     

پي سد و . متر است 10سد در حالت تنش مسطح و ضخامت 
 .نظر شده استمخزن صلب و از اندركنش سيستم با پي صرف
پذير فرض شده  آب مخزن غيرچرخشي، غيرويسكوز و تراكم

كيلو نيوتن بر متر مكعب و سرعت  10وزن حجمي آب، . است
ساير  .متر بر ثانيه در نظر گرفته شده است 1440اج فشاري امو

  :باشد مي) 1(مشخصات به كار رفته به شرح جدول 
  

 فلتمشخصات سد پاين -1جدول 

  گيگا پاسگال 75/22  مدول الاستيسيته بتن

  كيلو نيوتن بر مترمكعب 8/24  جرم واحد حجم بتن

  2/0  ضريب پواسون بتن

  05/0  ضريب استهلاك بتن
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ركورد ثبت  S69Eثانيه از مؤلفه  13 ،براي تحليل ديناميكي     

. شده زلزله تفت در جهت افقي مورد استفاده قرار گرفته است
نشان داده شده ) 3(نگاشت مربوط به اين زلزله در شكل شتاب
  .باشد مي PGA (g 157/0(حداكثر شتاب افقي . است
نشان داده شده با با استفاده از ركورد ارائه شده، مدل سد      

طول مخزن متغير تحت شرايط مرزي شاران و سامرفلد در مرز 
با در نظر گرفتن . در حوزه زمان تحليل ديناميكي شد دوردست

  . نشان داده شده است) 4(تغيير مكان افقي سد، نتايج در شكل 
شود، اگر چه شرط مرزي شاران همان طور كه مشاهده مي     

تر از دو برابر ارتفاع سد تقريب بهتري هاي مخزن كمبراي طول
اما با بيشتر شدن طول  ،دهدنسبت به شرط مرزي سامرفلد مي

ثير شرط مرزي دوردست كم شده و نتايج به هم نزديك أمخزن ت
به طوري كه بعد از طول دو برابر ارتفاع سد نتايج تقريباً  .شود مي

فلد به همين خاطر براي راحتي شرط مرزي سامر. يكسان است
هر چند كه صلب بودن كف مخزن از . استفاده شده است

  .]10[هاي شرط مرزي شاران است محدوديت
  

  
  ركورد زلزله تفت -3شكل 

  

  
  

مقايسه تغيير مكان افقي تاج سد پر با شرايط مرزي  - 4شكل 
  دوردست سامرفلد و شاران

 

برابر ارتفاع  2سامرفلد با طول مخزن در اكثر مراجع شرط مرزي 
لذا براي اطمينان از نتايج، شرط . ]30[سد استفاده شده است 

برابر ارتفاع سد به عنوان مبنايي  3مرزي سامرفلد با طول مخزن 
-براي صحت. استفاده شده است PMLبراي مقايسه با نتايج 

مكان افقي  سنجي كد نوشته شده، نمودار بزرگاي دامنه تغيير
متر در حوزه فركانس حاصل از  360با طول مخزن  تاج سد

لفه افقي زلزله تفت با نتايج پايه ؤاساس م تحليل ديناميكي بر
 ]30 ،29[و مراجع ديگر  ]Chopra ]28ارائه شده توسط 
- لازم به ذكر است كه نتايج مي)). 5(شكل (مقايسه شده است 

حوزه زمان به د به راحتي با استفاده از تبديل فوريه از نتوان
محدوده  فركانسي اعمالي بايد  .عكس تبديل شوند فركانس يا بر

ركورد زلزله باشد كه با توجه به گام  1از صفر تا فركانس قطع
اما با توجه به اندازه مش . هرتز است 50برابر  02/0زماني 

هرتز به مدل وجود  6تر از هاي بزرگانتخابي امكان ورود فركانس
پوشي هرتز قابل چشم 6صورت كه تغييرات بعد از ندارد، به اين 

گام فركانسي اعمالي نيز بستگي به الگوريتم تبديل فوريه . است
هاي فركانسي متفاوت هاي با گامبا استفاده از تحليل. دارد

هرتز تغييري در 077/0تر از ملاحظه گرديد كه با گام كوچك
دهند نشان ميهاي صورت گرفته  تحليل. آيدوجود نميه نتايج ب

دست آمده از كد توسعه يافته، انطباق خوبي با نتايج ه كه نتايج ب
  . موجود دارند

  

 
  

 مقايسه دامنه تغييرمكان افقي تاج سد با نتايج چوپرا -5شكل 
  ]28[ در حوزه فركانس

  
  PMLتحليل سد با استفاده از شرط مرزي -4-1

رز ، براي مPMLطور كه گفته شد لايه مرزي  همان     
جاي شرايط مرزي كلاسيك مانند شرط شاران يا ه دوردست ب

                                                 
1- Nyquist frequency 
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در  PMLسازي لايه براي مدل. سامرفلد استفاده شده است
محيط مخزن كافي است ضرايب داراي جزء موهومي در توابع 

سازي سد و مخزن با شرط مدل. سختي و جرم سيال ضرب شوند
PML  به در واقع مخزني . نشان داده شده است) 6(در شكل

وجود آمده است كه ماده قسمت انتهايي آن خاصيت جذب امواج 
براي راحتي بهتر است  PMLواضح است كه مش انتخابي . دارد

چند كه انتخاب مش ريزتر  هر. سازگار با مش مخزن اصلي باشد
ولي در اين تحقيق  ،خواهد شد PMLباعث كارايي بيشتر 
با شرط PML به منظور مقايسه نتايج  .مطالعه نشده است

  :سامرفلد دوردست خطايي به صورت زير تعريف شده است
  

)32(  
2( )Error Sommerfeld PMLϕ ϕ= −∑

  
  

  

  
  

  PML سازي سد و مخزن با شرطمدل - 6شكل 
  

   PMLنتايج حاصل از تحليل سد با استفاده از  -4-1-1
شرطي كاملاً سازگار با محيط  PMLجا كه شرط مرزي از آن     
تابع كاهنده آن ترم مربوط به مشخصه ابعاد باشد و نيز در  مي

اين لازم است حداقل چند لايه  بنابر ،محيط اصلي موجود هست
در  PMLالمان از جنس محيط اصلي استفاده شده و سپس لايه 

ذكر اين نكته ضروري است كه در . شودلايه بعدي اعمال مي
  .، مرز صلب در نظر گرفته شده استPML انتهاي ناحيه

ترين ضريب تابع منظور مطالعه رفتار و انتخاب بهينه به     
در . ، دو حالت در نظر گرفته شده استPML كاهنده شرط

مورد ) متر 40(رديف المان ثابت  2حالت اول براي مخزن 
هاي مختلف استفاده قرار گرفته و خطاي نتايج بين ضخامت لايه

PML  ايسه مق) 7(به ازاي ضرايب مختلف تابع كاهنده در شكل
  .شده است

 
 

نسبت به ساير مقادير  05/0شود كه مقدار ملاحظه مي     
با انتخاب مقادير خيلي . تر استعملكرد بهتري داشته و بهينه

برخلاف انتظار نه تنها نتايج به طرف خطاي كمتر  1بزرگ مثل 
با انتخاب . همگرا نشده بلكه باعث خطاي تقريباً ثابت شده است

ممكن  001/0يا  2/0مثل  05/0ي مقدار بهينهمقادير نزديك به 
تواند اين مسأله مي. ها در نتايج ديده شوداست برخي ناپايداري

چرا كه اعداد موج زيادي در  ؛ناشي از تحليل ديناميكي باشد
توان گفت كه مي. تحليل دخيل هستند و مسأله استاتيكي نيست

تري از مخزن هاي به وجود آمده نياز به طول بيشبا ناپايداري
خواهد بود و تنها با طول خيلي كم مخزن ممكن است نتايج 

  . خيلي بهينه نباشد
 40(رديف المان ثابت  PML ،2در حالت دوم براي ناحيه      
  مورد استفاده قرار گرفته و خطاي نتايج بين ضخامت) متر
هاي مختلف مخزن به ازاي ضرايب مختلف تابع كاهنده در لايه

  .يسه شده استمقا) 8(شكل 
  

 
  

 هاي مختلفمقايسه خطاي نتايج بين ضخامت لايه - 7 شكل
PML  به ازاي ضرايب مختلف تابع كاهنده با طول مخزن ثابت

  متر 40
  

 
  

هاي مختلف مقايسه خطاي نتايج بين ضخامت لايه -8 شكل
 PMLي مخزن به ازاي ضرايب مختلف تابع كاهنده با طول لايه

  متر 40ثابت 
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انتخاب مقادير بزرگ  ،شود كه مانند حالت قبلحظه ميملا     
. شودهاي كم باعث بهبود نتايج نميبرخلاف انتظار در طول

همچنين واضح است كه با افزايش طول مخزن مدل شده بيشتر 
كم شده و نتايج ) PML(متر تاثير شرط مرزي دوردست  80از 

هاي لدر مجموع با مقايسه شك. شودنزديك به جواب دقيق مي
 PMLهاي توان گفت كه طول مخزن بيشتر با لايهمي) 8(و ) 7(

بيشتر با طول مخزن  PMLهاي ثابت نتايج بهتري نسبت به لايه
به عنوان مقدار بهينه  05/0همچنين مقدار . ثابت كمتر دارد

براي نشان دادن دقت اين . ضريب تابع كاهنده انتخاب شده است
هاي حاصل با دو لايه جواب ايهاي جداگانهشرط در منحني

PML  هاي حاصل از شرط سامرفلد با متر مخزن با جواب 80و
در واقع مخزني با طول . متر مقايسه شده است 360طول مخزن 

متر  40متر آن مخزن اصلي و  80متر مدل شده كه  120كلي 
در حقيقت مخزن . داراي ماده جاذب امواج است) PML(آن 

، )متر 240(ط سامرفلد دوردست نسبت به حالت معمول شر
 تغيير) 10(و ) 9(هاي در شكل. كمتر مدل شده است% 50

هاي افقي و قائم تاج سد در دو حالت شرط سامرفلد و مكان
  .اندبا هم مقايسه شده PMLشرط 

  

 
  

مقايسه تغيير شكل افقي تاج سد با شرايط مرزي  - 9شكل 
PML و سامرفلد  

 

 
  

 ل عمودي تاج سد با شرايط مرزيمقايسه تغيير شك - 10شكل 
PML و سامرفلد  

  

همچنين ماكزيمم ضريب فشار هيدروديناميك وارده به سد      
لازم به . اندمقايسه شده) 11(براي اين دو حالت نيز در شكل 

ذكر است كه براي فشار هيدروديناميك، با تقسيم فشار بر مقدار 
ghρ ب براي نشان دست آمده كه از اين ضريه بعدي بضريب بي

  .دادن فشار هيدروديناميك استفاده شده است
 

 
  

ضريب فشار هيدروديناميك وارده به  بيشينهمقايسه  -11شكل 
  و شرط سامرفلد PMLسد با شرط 

 
% 50سازي د كه با وجود مدلندهنتايج حاصله نشان مي     

كمتر مخزن كه خود باعث كاهش حجم محاسبات و افزايش 
ود، نتايج تطابق بسيار خوبي با نتايج دقيق شسرعت تحليل مي

 .باشندها كاملاً يكسان ميدارند و در بيشتر مواقع جواب
سازي مخزن را براي مدل PMLنمودارهاي حاصله كارآيي بالاي 

  .دهند نشان مي
 بيشينهمقادير ) 2(در جدول  ،تربه منظور مقايسه دقيق     

اي افقي و عمودي تاج همكان پارامترهاي ديناميكي مثل تغيير
سد و همچنين ضريب فشار هيدروديناميك وارده به وجه 

با  ،با توجه به نتايج حاصله. اندهم مقايسه شده بالادست سد با
، حجم بسيار كمتري از مخزن PMLسازي با كه براي مدل اين

هاي حاصله مطابقت بسيار مدل شده است با اين وجود جواب
  .هم دارند خوبي با

  
پارامترهاي ديناميكي براي شرايط  بيشينهمقايسه  - 2 جدول

 سامرفلد و PMLمرزي 
 سامرفلد m( PML(پارامتر ديناميكي 

 0379/0 0360/0 ماكزيمم تغييرمكان افقي تاج سد

 0104/0 0098/0 ماكزيمم تغييرمكان عمودي تاج سد

 2297/0 2356/0 ماكزيمم ضريب فشار هيدروديناميك

  
هيدروديناميك در انتهاي دور مخزن يكي از  ميزان امواج     

پارامترهاي مهم براي بررسي كارآيي شرايط مرزي استفاده شده 
فشار  ،)13(و ) 12(هاي در شكل. باشددر انتهاي دور مخزن مي
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هيدروديناميك در ميانه مرز دوردست هنگامي كه از شرط مرزي 
PML  ن هدف از اي .، نشان داده شده استگرديدهاستفاده

، PMLقسمت نشان دادن اين موضوع است كه در انتهاي مرز 
لازم به ذكر . رسدمي فشار هيدروديناميك امواج به حدود صفر

است كه با توجه به مختلط بودن فشار هيدروديناميك در حوزه 
هاي حقيقي و موهومي فركانس، دو نمودار جداگانه براي قسمت

اً صفر اين نمودارها با ملاحظه مقادير تقريب. ارائه شده است
در كاهش فشار  PMLشود كه استفاده از مشخص مي

  .هيدروديناميك در مرز دوردست مخزن نيز مؤثر بوده است
  

  
  

قسمت حقيقي فشار هيدروديناميك در مرز مياني  -12شكل 
  PMLانتهاي دوردست شرط 

 

  
  

قسمت مجازي فشار هيدروديناميك در مرز مياني  - 13شكل 
 PMLت شرط انتهاي دوردس

  
  گيرينتيجه - 5

انتهاي دوردست  در PML شرط مرزي ،مقاله حاضر در     
مخزن استفاده شده است كه اساس آن بر مستهلك كردن امواج 

به محيط موج هيدروديناميك از محل قطع شده و عدم بازتابش 
 اجزايمخزن از روش  و سازي سدبراي مدل. باشدمخزن مي
 به منظور. لاگرانژ استفاده شده است- لرفرمولاسيون اوي محدود با

ها مقايسه آن دست آوردن نتايج مورد نياز وه انجام محاسبات و ب
كارآيي شرط مرزي  هاي ديگر و بررسي دقت وبا نتايج روش

كد  در. جديد، برنامه كامپيوتري تهيه و تنظيم گرديده است
اساس معادله  نوشته شده براي محيط مخزن معادلات حركت بر

ديفرانسيل حاكم بر انتشار امواج فشار هيدروديناميك و شرايط 
با استفاده از  تحليلنتايج . مرزي مربوطه تشكيل شده است

تبديل فوريه از حوزه زمان به فركانس و برعكس تبديل شده 
  . است
 توان به شرح زيرمي اهم نتايج حاصل از مطالعه حاضر را     

  :خلاصه كرد
جاي شرايط مرزي ه ر مرز دوردست بد PMLاستفاده از  -1

سازي به مراتب كلاسيك مانند شرط سامرفلد، نياز به مدل
سازي با شرط در تحقيق حاضر براي مدل. كمتري از مخزن دارد

PML ،50 سازي مخزن براي رسيدن به درصد در حجم مدل
  همچنين تعداد. دقت همسان، كاهش مشاهده شده است

المان كاهش يافته  60المان به  108ز هاي مورد استفاده، االمان
كاهش حجم محاسبات و افزايش است كه اين امر خود باعث 

 . نيز شده استسرعت تحليل 
در صورت انتخاب پارامترهاي مناسب تأثيرگذار  PML شرط -2

كند و تقريباً تمام موج وارد شده به خود را مستهلك ميدر آن 
به محيط اصلي بسيار ناچيز عملاً ميزان موج انعكاسي از اين مرز 

  .و در حد صفر است
ثابت نتايج بهتري  PMLهاي طول مخزن بيشتر با لايه -3

. بيشتر با طول مخزن ثابت كمتر دارد PMLهاي نسبت به لايه
به عنوان مقدار بهينه ضريب تابع كاهنده  05/0همچنين مقدار 

  .انتخاب شده است
كه براي مستهلك دهند هاي انجام شده نشان ميتحليل -4

سازي دو برابر ارتفاع شدن امواج با شرط سامرفلد، حداقل مدل
درصدي حالت قبل  50سازي در حالي كه با مدل .سد نياز است

دست ه توان نتايج مشابهي بمي PMLمخزن و استفاده از شرط 
 .آورد

  
  تقدير و تشكر -6

اين مقاله مستخرج از گزارش نهايي طرح پژوهشي شماره 
باشد كه از محل مي8/5/1390ص به تاريخ /10-1837/27

بدين وسيله . اعتبارات پژوهشي دانشگاه تبريز اجرا گرديده است
از حمايت معاونت محترم پژوهشي دانشگاه در انجام اين تحقيق 

  . گرددتشكر و قدرداني مي
  



  ... تحليل ديناميكي اندركنش                                 74، پياپي 1393 بهار، 1شماره ، 44مهندسي عمران و محيط زيست، جلد  ريهنش/  23
  
  
 

  مراجع -7
[1] Westergard, H. M., "Water Pressure on Dams 

during Earthquake", ASCE Transactions, 1933, 
98, 418-433. 

[2]  Zangar, C. N., Haefeli, R. J., "Electric Analog 
Indicates Effect of Horizontal Earthquake 
Shocks on Dams", ASCE Journal of the 
Engineering Mechanics Division, 1952, 22 (4). 

[3] Kotsubo, S., "Dynamic Water Pressure on 
Dams during Earthquakes", The 2nd World 
Conference on Earthquake Engeneering, 1960. 

[4] Chopra, A. K., "Hydrodynamic Pressure on 
Dams during Earthquakes", ASCE 
Proceedings, 1967, 93 (Em6). 

[5] Chopra, A. K., "Earthquake Response of 
Concrete Gravity Dams", ASCE Journal of 
Engineering Mechanics Division, 1970, 96 
(Em4). 

[6]  Hall, J. F., Chopra, A. K., "Two-Dimensional 
Dynamic Analysis of Concrete Gravity and 
Embankment Dams Including Hydrodynamic 
Effects", Earthquake Engineering and 
Structural Dynamics, 1982, 10, 305-332. 

[7] Chopra, A. K., Chakrabarti, P., "Earthquake 
Analysis of Concrete Gravity Dams Including 
Dam Fluid Foundation Rock Interaction", 
Earthquake Engineering and Structural 
Dynamics, 1981, 9, 363-383. 

[8] Zienkiewicz, O. C., Bettes, P., Kelly, D. W., 
"The Finite Element Method for Determining 
Fluid Loadings on Rigid Structures: two and 
Three-Dimensional Formulations", In O. C. 
Zienkiewicz, R. W. Lewis, K. G. Stagg (Eds.), 
Numerical Methods in Offshore Engineering, 
Wiley, Chichester, UK, 1978. 

[9]  Saini, S. S., Bettess, P., Zienkiewicz, O. C., 
"Coupled Hydrodynamic Response of Concrete 
Gravity Dams Using Finite and Infinite 
Elements", Earthquake Engineering and 
Structural Dynamics, 1978, 6, 363-374. 

[10]  Sharan, S. K., "Finite Element Modeling of 
Infinite Reservoirs", ASCE Journal of 
Engineering Mechanics Division, 1985, 111, 
1457-1469. 

[11]  Watanabe, H., Ariga, Y., Cao, Z., "Earthquake 
Resistance of a Concrete Gravity Dam 
Revaluated with 3-D Nonlinear Analyses", 
Proceedings of JSCE, 2002, (696), 99-110. 

[12]  Tsai, C. H., "Solution of the Dam Reservoir 
Interaction Problems Using a Eombination of 
FEM, BEM with Particular Integrals", Modal 
Analysis and Substructing, National Center for 
Earthquake Engineering, Research Technical 
Report, NCEER-88-0036, December, 1998. 

[13] Seghir, A., Tahakourt, A., Bonnet, G., 
"Coupling FEM and Symmetric BEM for 
Dynamic Interaction of Dam-Reservoir 
Systems", Engeneering Analysis with 
Boundary Elements, 2009, 33 (10), 1201-1210. 

[14]  Wang, X., Jin, F., Prempramote, S., Song C., 
"Time-Domain Analysis of Gravity Dam-
Reservoir Interaction Using High-Order 
Doubly Asymptotic Open Boundary", 
Computers and Structures, 2011, 89, 668-680. 

[15] Gogoi, I., Maity, D., "A Novel Precedure for 
Determination of Hydrodynamic Pressure along 
Upstream Face of Dams Due to Earthquakes", 
Computers and Structures, 2010, 88, 539-548. 

[16] Samii, A., Lotfi, V., "Application of H-W 
Boundary Condition in Dam-Reservoir 
Interaction Problem", Finite Elements in 
Analysis and Design, 2012, 50, 86-97. 

[17]  Berenger, J. P., "A Perfectly Matched Layer for 
the Absorption of Electromagnetic Wave", 
Journal of Computational Physics, 1994, 114 
(2), 185-200.  

[18] Chew, W. C., Weedon, W. H., "A 3D Perfectly 
Matched Medium from Modified Maxwells 
Equations with Stretched Coordinates", 
Microwave and Optical Technology Letters, 
1994, 7 (13), 599-604. 

[19] Chew, W. C., Liu, Q. H.,"Perfectly Matched 
Layers for Elastodynamics: A New Absorbing 
Boundary Condition", Journal of 
Computational Acoustics, 1996, 4 (4), 341-359.  

[20] Basu, U., Chopra, A., "Perfectly Matched 
Layers for Time Harmonic Elastodynamics of 
Unbounded Domains: Theory and Finite 
Element Implementation", Computational 
Methods in Applied Mechanics and 
Engineering, 2003, 192, 1337-1375. 

[21]  Basu, U., Chopra, A. K., "Perfectly Matched 
Layers for Transient Elastodynamics of 
Unbounded Domains", International Journal for 
Numerical Methods in Engineering, 2004, 59 
(8), 1039-1074. 

[22] Mehdizadeh, O. Z., Paraschivoiu, M., 
"Investigation of a Two-Dimensional Spectral 
Element Method for Helmholtz’s Equation", 
Journal of Computational Physics, 2003, 189, 
111-129. 

[23] Harari, I., Albocher, U., "Studies of FE/PML 
for Exterior Problems of Time-Harmonic 
Elastic Waves", Computer Methods in Applied 
Mechanics and Engineering, 2006, 195 (29-32), 
3854-3879. 

[24] Meza-Fajardo, K.C., Papageorgiou, A. S., "On 
the Stability of a Non-Convolutional Perfectly 
Matched Layer for Isotropic Elastic Media", 



  ... تحليل ديناميكي اندركنش                                 74، پياپي 1393 بهار، 1شماره ، 44مهندسي عمران و محيط زيست، جلد  ريهنش/  24
  
  
 

Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 
2010, 30 (3), 68-81. 

[25] Kucukcoban, S., Kallivokas, L. F.,"Mixed 
Perfectly-Matched-Layers for Direct Transient 
Analysis in 2D Elastic Heterogeneous Media", 
Computer Methods in Applied Mechanics and 
Engineering, 2011, 200 (1-4), 57-76. 

روش نوين تحليل اندركنش "، .باغي، ب، قره.ت. م احمدي، ]26[
، پژوهشگاه "ي سد و مخزن به روش اويلر لاگرانژديناميك

شناسي و مهندسي زلزله، پروژه تحقيقاتي المللي لرزهبين
  .1372، تهران، ايران، 114شماره 

[27] Bathe, K. J., "Finite Element Procedures", 
Prentice-Hall, New Jersey, US, 1996. 

[28] Chopra, A. K., "Hydrodynamic Pressures on 

Dams during Earthquakes", ASCE Journal of 
the Engineering Mechanics Division, 1996, 93 
(EM6), 205-223. 

تحليل اندركنش سد و مخزن با استفاده "، .پيربوداقي، س ]29[
نامه كارشناسي ارشد، ، پايان"از روش اجزاء محدود طيفي
  .1390دانشگاه تبريز، تبريز، ايران، 

[30] Lotfi, V., "Seismic Analysis of Concrete Dams 
Using the Pseudo-Symmetric Technique", 
Journal of Dam Engineering, 2002, 13 (2), 119-
145. 

 



Journal of Civil and Environmental Engineering 
Volume 44, Issue 1, Spring 2014 
 

 

* Corresponding Author 
E‐mail addresses: r_tarinejad@tabrizu.ac.ir (Reza Tarinejad), s.pirboudaghi@tabrizu.ac.ir (Sajjad Pirboudaghi) 

 
  EXTENDED ABSTRACTS 
 
Dynamic  Analysis  of  Dam‐Reservoir  Interaction  by  Euler‐Lagrange 
Approach Using Perfectly Matched Layer (PML) in Radiation Boundary 
 
Reza Tarinejad *, Sajjad Pirboudaghi 
 
Faculty of Civil Engineering, University of Tabriz, Tabriz, 5166616471 Iran 

 
Received: 24 February 2013; Accepted: 09 September 2013 

 
 

Keywords:  
Dam-reservoir interaction, Euler-Lagrange, Perfectly matched layer (MPL), Radiation boundary, Finite element 
method 
 

 
1. Introduction 

     A key issue in the seismic analysis of a dam-reservoir system is the accurate and inexpensive modeling of the 
unbounded reservoir. The Perfectly matched layer (PML) is one of the state-of-the-art boundary conditions, 
introduced by Berenger for the absorption of radiated boundary waves. In this research,seismic analysis of dam-
reservoir systemis carried out using the PML in the radiation boundary of the reservoir. For this purpose,the 
numerical implementation of the PML based on the finite element method is presented. A special purpose computer 
code is developed to carry out the dynamic analysis of the dam-reservoir systems using the MATLAB software. 
Sensitivity analyses corresponding to the PML layer parameters, the decay function and layer thickness, are carried 
out to achieve accurate results in less computing time.  
 
2. Methodology 

2.1. Coupling of dam and reservoir equations 

     The dam-reservoir interaction is a classic coupled problem, which contains two harmonic differential equations 
in the frequency domain. The coupled equations of the dam- reservoir can be written in the following form: 

(1) 
2

2 2

(1 2 ) T
g

T
g

M uM i K Q
Q E i A H p Q u

δω β
ρ ω ω ω ρ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫−⎡ ⎤− + + − ⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− − + + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

where  [M]  and  [K]  are  the mass  and  stiffness matrices  of  the  dam  and  [E],  [A]  and  [H]  are  the matrices 
representing the mass, damping and stiffness of the reservoir, respectively. [Q] is the coupling matrix, β is the 
constant  hysteretic  damping,  [ ]  and  [ ]  are  the  vectors  of  hydrodynamic  pressures  and  displacement 
amplitude, respectively, [ g] is the ground acceleration amplitude and ρ is the density of the fluid.  

2.2. FE modeling with PML 

     The PML was first developed for the two-dimensional time dependent Maxwell equations by employing 
auxiliary fields [1]. It was later shown that the layer can be obtained by performing a complex coordinate stretch [2]. 
The perfectly matched layer surrounds a rectangular computational domain (in Cartesian coordinates) and 
attenuation is provided through the complex-valued function which depends only on the coordinate axis [3, 4]. This 
provides highest attenuation for waves traveling along this axis, and no attenuation for those traveling perpendicular 
to it. The PML method is based on introducing an absorbing layer, after the truncated boundary, to absorb outgoing 
waves and prevent reflection from the artificial boundary. Based on this method the mass and stiffness matrices of 
the reservoir from Eq. (1) are modified in the following forms: 
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where N is the interpolation function and D̃ is the matrix of material property. The mass matrix inside the PML is 
obtained by multiplying the integrand of the mass matrix of the elastic medium by the stretch functions, ψ, which is 
defined as [5]: 

1 iψ σ= −  (5) 

* 2( )
p

x
L

σ σ=   (6) 

where σ, σ* and Lp are attenuation function, positive constant attenuation coefficient and the length of PML layer 
respectivelyand x ismeasured from the interface. The finite element model of the dam-reservoir system including the 
PML layer in the radiation boundary is shown in Fig. 1. 

 
Fig. 1. The finite element model of the dam-reservoir system  

 

3. Results and discussion 

3.1. Damreservoir analysis by using PML at far end of reservoir 

A computer code is developed to carry out the seismic analysis of the dam-reservoir interaction system using the 
PML layer in the radiation boundary of the reservoir. Verification of the developed code is carried out by the 
comparison of the results using Sommerfeld boundary condition by appropriate length of the reservoir, three times 
of the dam height, with the results of the previous investigations. Good agreement was obtained in time and 
frequency domain. Sensitivity analysis with PML’s length (LP), reservoir’s length (LR) and attenuation coefficient 
(σ*) are performed to achieve accurate results in less computing time.  The convergence errors of the dam crest 
horizontal displacement (L2 error) are indicated versus different parameters in Figs. 1 and 2. The maximum 
responses of the dam-reservoir system obtained from two kinds of boundary conditions, the optimum PML layer and 
Sommerfeld, are presented in Table 2. Although the small length of the reservoir is modeled by using the PML layer 
in comparison with the classic Sommerfeld boundary condition, the results show good agreement for different kinds 
of responses. 
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Fig. 2.The results of sensitivity analysis: (left) L2 error of dam crest displacement amplitude versus the PML’s length by 
different attenuation coefficients with constant reservoir length (LR=40m), (right) L2 error of dam crest displacement amplitude 
versus the reservoir’s length by different attenuation coefficients with constant PML’s length (LP=40m) 

Table 1. The maximum responses obtained by the PML and Sommerfeld boundary conditions 

Boundary condition PML Sommerfeld 
Maximum horizontal displacement of the dam crest 0.0360 0.0379 
Maximum vertical displacement of the dam crest 0.0098 0.0104 
Maximum hydrodynamic pressure/hydrostatic pressure 0.2356 0.2297 

 
4. Conclusions 

The PML was adopted in the radiation boundary of the reservoir in the seismic analysis of the dam-reservoir 
interaction system and the finite element implementation was presented.  

A computer code is developed and verified to carry out the dynamic analysis of the interaction system using the 
MATLAB software. 

Sensitivity analysis of the PML parameters, PML’s length (Lp), reservoir’s length (LR) and attenuation 
coefficient (σ*), was performed to achieve the accurate results with less computational time in comparison with the 
results obtained from the classic Sommerfeld boundary conditions.  

Results from this analysis demonstrated that for the same accuracy, the PML-type radiation boundary leads to 
50% off in time consumption of the analysis compared to the Sommerfeld boundary condition. 
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