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 چکيده

 cN گیضریب چسبند در این تحقیق کند.پی را مشخص میدقیق حد بالای ظرفیت باربری  ،با روش آنالیز حدی حداکثر ظرفیت باربری پیمحاسبه 

المان  روشبا  شدهادغام حد بالای آنالیز حدی قضیه. بدین منظور از محاسبه شده است بسترسنگمنتهی به منفرد خاک  لایهیک یک پی نواری واقع بر

باشد. بدین می (Mohr-Coulomb) کولمب -مورمدل  شدهگرفته در نظر. رفتار خاک پلاستیک کامل فرض شده و معیار تسلیم شده است استفاده محدود

ابت ث که چسبندگی خاک در عمق البته در اینجا فرض شده خاک را توصیف نمود.توده توان زاویه اصطکاک داخلی می ترتیب با دو پارامتر چسبندگی و

 گردد.یه مخطی استفاد ریزیبرنامهسازی حاصل شده و بدین منظور از ظرفیت باربری از یک فرایند بهینه درنهایت و یابدمیصورت خطی افزایش نبوده و به

، نسبت (𝜑)زاویه اصطکاک داخلی خاک  ازجملهبه پارامترهای مختلفی  cNضریب سازی شود. تنش بایستی خطی فضایدر  لمبوک -مورمعیار  بدین ترتیب

حاصل در حالت  هایجواب، آمدهدستبهتصدیق نتایج  منظوربه دارد. بستگی( 𝜌) در عمقتغییر چسبندگی فاکتور  و( h/b)به عرض پی  خاک عمق لایه

 هایچارت درنهایت رسم شده و جداگانه هایگرافدر  cNضریب بر روی  ذکرشدهپارامترهای  تأثیرنتایج سایر محققین مقایسه شده است. چسبندگی ثابت با 

 قرار گرفته است. موردبحث شدهمحاسبهطراحی 
 

 .محدود المانخطی، حد بالا،  ریزیبرنامهآنالیز حدی، ظرفیت باربری،  :هاکليدواژه

 
 مقدمه -2

ها در مکانیک خاک، حصول هدف اصلی در تحلیل تنش

خاک در برابر بارهای وارده  اطمینان از فاکتور ایمنی مناسب توده

باشد. بدین منظور آنالیز مسائل در مکانیک خاک به دو دسته می

  شوندمی تقسیم 8تهیسیالاستمسائل مسائل پایداری و 

(Chen, Scawthorn ،8891 در مسائل پایداری، ملاک طراحی .)

ها و پی، مقاومت در برابر هرگونه بار وارد بر پی بوده و تغییر شکل

ار رفت های آن مدنظر نیست. حل مسائل پایداری بر پایهنشست

 منظور آید. بدیندست نمیهب سادگیبهخمیری خاک  -ارتجاعی

ند. باید ارضا گرد تعادل، سازگاری و رفتار مصالح معادلات دسته سه

توان از یکتا زمان این معادلات میمعمولاً در صورت ارضای هم

دلیل محاسبات طولانی در بودن جواب اطمینان حاصل کرد. به

                                                 
1. Elasticity 

هایی که بتوان توسط آن بار نهایی را بدون تحلیل پایداری، روش

 موردتوجهدست آورد، همواره هنیاز به حل کامل معادلات ب

ها، ترین و کارآمدترین این روشمحققین بوده است. یکی از دقیق

 8821در سال  Hillرا  شیوه روش آنالیز حدی است. این شیوه

در  Pragerو  Drucker ،Greenbergمطرح نمود و پس از وی 

 ، قضایای حدی را ارائه کردندHillبا تعمیم اصل  8824سال 

(Chen  وLiu ،8883.) 

وان تگرفته در زمینه تحلیل حدی، میتحقیقات انجام ازجمله

 Kumar (4330 ،)Soubra(، 4332و همکاران ) Hjiajبه کارهای 

(8888 ،)Lysmer (8893 ،)Bottero ( 8813و همکاران ،)

Ukritchon ( 4330و همکاران ،)Kumar  وKhatri (4388 اشاره )

های آنالیز حدی، حدود بار گسیختگی با کارگیری تئوریبا به کرد.
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د. آیدست میدر صد خطای بسیار اندک نسبت به جواب دقیق به

وسیعی از مسائل ژئوتکنیکی بدون تأثیر  این روش در محدوده

ر آن باشد. علاوه بمی استفادهقابلپذیرفتن از پیچیدگی مسئله، 

ای شدهیا و فرضیات شناختههای آنالیز حدی براساس قضاروش

(. در این شیوه فرض بر این است که Zhu ،4333) استوار است

رفتار خاک پلاستیک کامل بوده و از قانون جریان وابسته پیروی 

تانسور و  4تانسور تنشارتباط بین کند. قانون جریان درواقع می

 (. Chen ،8892کند )پلاستیک را بیان می 0کرنش

باشد. آنالیز حد بالا و حد پایین می آنالیز حدی شامل دو قضیه

براساس قضیه حد پایین، تحت میدان تنشی که شرایط تعادل، 

شرایط مرزی و معیار تسلیم رعایت شود، جریان خمیری به وقوع 

ار تر از بکم شدهمحاسبهبار خارجی  گریدعبارتبهنخواهد پیوست. 

-هجابحد بالا، میدان  اما در قضیهواقعی گسیختگی خواهد بود. 

دلیل ورود به شود. همچنین بهله اعمال میئسازگار بر مسجایی 

جایی در ذرات جسم وجود خواهد داشت که هناحیه پلاستیک، جاب

شود. لذا با در نظر گرفتن یک جایی سرعت نامیده میهاین نمو جاب

ار قرار دادن کوسیله مساوی هو ب قبولقابلمیدان سرعت فرضی و 

شود نیروهای داخلی و خارجی، بار حد بالا محاسبه می

(Atkinson ،4339 .) 

میدان سرعت فرض شده شرایط سازگاری،  کهدرصورتی

بات توان اثشرایط مرزی سرعت و نیز معیار تسلیم را ارضا کند، می

همواره بالاتر از مقدار بار واقعی  شدهمحاسبه یحد بارنمود که 

با انتخاب مناسب میدان تنش و میدان سرعت  درنهایتخواهد بود. 

حد بالا و  های حاصل از دو قضیهتر کردن جوابنزدیک درنتیجهو 

ای را که بار واقعی در آن قرار دارد را توان محدودهپایین، می

که روش است  ذکرقابل (.Atkinson ،8818تر نمود )کوچک

با المان محدود در مسائل مختلف ظرفیت  شدهادغامتحلیل حدی 

 ایباربری همچون مجاورت پی با شیب و یا ظرفیت باربری لرزه

 ؛4388و همکاران  Kalourazi) قرار گرفته است مورداستفاده

Chen  وXiao،4343 .) 

در این مقاله با استفاده از روش ترکیبی آنالیز حدی، المان 

ثیر عمق استقرار بستر سنگی، أریزی خطی تبرنامه محدود و

زمان این دو عامل بر روی چسبندگی متغیر در عمق و اثر هم

است که  ذکرقابلبررسی گردیده است.  cNضریب ظرفیت باربری 

با  صرفاً توانیمهای رسی در حالت زهکشی نشده را رفتار خاک

یا  و مدتکوتاهیک پارامتر چسبندگی بیان نمود. لذا در پایداری 

ای خاک رسی، شرایط زهکشی نشده برقرار است. پایداری لرزه

های موجود در عمق بیشتر دارای چسبندگی همچنین نمونه

 صورت کاملاً هبیشتری بوده و این افزایش چسبندگی در عمق ب

 ردد.گهای همگن مشاهده میطبیعی در خاک

                                                 
2. Stress Tensor 

 تعريف مسئله -2
در این تحقیق فرض شده است که پی نواری بر روی یک لایه 

خاک به بستر سنگی  لایهخاک منفرد قرار گرفته است. سپس 

با این فرض که خاک از قانون جریان وابسته . شودمیصلب ختم 

( نشان 8) رابطۀبرای پی نواری با  𝜑(cN(کند، مقدار پیروی می

 :شودداده می

(8) 𝑁𝑐 (𝜑) =
𝑞𝑢
𝑐
                                                                       

 بار نهایی وارد بر پی uqو  پارامتر چسبندگی خاک c در این رابطه

پی در جهت عمودی  ،بر پی نواری صلب  uq با اعمال بار است.

 و جریان جاییهجابنشان خواهد داد. این  جاییهجابسمت پایین به

نامیم. می crH پلاستیک شدن تا عمقی پیش خواهد رفت که آن را

crH ( به زاویه اصطکاک داخلی خاک𝜑 .بستگی دارد )بستر  اگر

 (h/b) شده باشد که نسبت عمق به عرض پی ی واقعسنگی در عمق

 ترکوچک( b/crH) عمق بحرانی به عرض پی برای آن از نسبت

ز مکانیسم گسیختگی ونی بر روی محدوده بستر سنگی باشد آنگاه؛

 و همکاران، Yangود )ظرفیت باربری نهایی پی تأثیرگذار خواهد ب

4389) . 

 ورتصبهبه هنگام بررسی ظرفیت باربری، پروفیل خاک اغلب 

مقاومت برشی زهکشی  معمول طوربهاما  شودمیهمگن فرض 

نشده خاک رس طبیعی تحکیم یافته با افزایش عمق، افزایش 

𝜑با ابعاد کوچک در حالت  هایپی. اگرچه برای یابدمی = 0 

 هایپیاما برای  مقبول باشد تواندمی ucاز مقدار متوسط  استفاده

بر روی ظرفیت باربری  عمقدر  ucبا ابعاد بزرگ، تغییرات مقدار 

، Sloan و Yu؛ Al-Shamrani ،4332ود )اثرگذار خواهد ب پی

چسبندگی تابعی از عمق است،  میزان با این فرض که (.8882

 :کنیممیبیان  (4خطی ) رابطهبا  در هر عمق مشخص آن رامقدار 
 

(4) 𝑐𝑢 = 𝑐0 + (𝜌𝑏)𝑧         
 

عمق نسبت به  z، عرض پی bچسبندگی در سطح زمین،  0cکه 

 𝜌است.  عمق ضریب افزایش چسبندگی در 𝜌و  سطح زیر پی

مقداری ثابت است و به خصوصیات مصالح رسی بستگی  درواقع

محققین مختلفی تغییرات  (.Booker ،8890و  Davis) دارد

و  Chenari) انددادهقرار  موردبررسیچسبندگی در عمق را 

 .(4388 ،همکاران

در این تحقیق برای پی نواری با بستر سنگی  شدهاستفادهمدل 

ضخامت خاک زیر پی  hشده است.  نشان داده (8)صلب در شکل 

سمت راست پی را بررسی  سازی فقط نیمهاست. جهت ساده

بستر  عرض کامل پی است. زاویۀ Bکه  b=B/2کنیم و لذا می

 ذکرلقابسنگی صلب با سطح افق نیز صفر درجه فرض شده است. 

3. Strain Tensor 
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 ختصات کارتزین استفادهاز سیستم م (8)است که در مدل شکل 

قیق سعی در این تح .قرار دارد O در نقطه شده است و مبدأ آن

حد بالای آنالیز حدی و ترکیب آن با  قضیهشده تا با استفاده از 

خطی، اثر بستر سنگی صلب، اثر  ریزیبرنامهروش المان محدود و 

این دو عامل  زمانهم تأثیرعمق و همچنین  چسبندگی متغیر در

 یم.ئبررسی نما cNرا بر روی ضریب ظرفیت باربری 

 

 
 

منفرد خاک منتهی به  بر لايهمدل پی نواری صلب واقع  -2 شکل

 سنگ بستر

 

 روش تحقيق -5

 و مدل بندیفرمول -5-2
خاک زیر  تحلیل حد بالا از طریق المان محدود، توده روش در

بندی کنیم. مشهای سه گرهی تقسیم میپی را به المان

است. هر  شده دادهنشان  (4در این تحقیق در شکل ) شدهاستفاده

نرخ  مؤلفۀ 42المان سرعت دارد و برای هر  دو مؤلفۀ ،گره از المان

تسلیم خطی( در نظر  شدگی )تعداد صفحات در معیارپلاستیک

 هاالمان این . دردهیمنشان می p=1,…,i eʎبا  آن راشود که گرفته می

 خطی صورتبه آن وجوه طول در و المان هایگره بین سرعت

 .(Sloan ،8818) کندمی تغییر

 

 
 

 مثلثی هایالمان وسيلهبهبندی خاک زير پی مش -2 شکل
 ، 2500، تعداد المان مثلثی=0452)تعداد گره=

 (2111ها=تعداد ناپيوستگی

بسط داده ( 2( و )0سرعت در هر المان با روابط )مقدار 

 شود.می
 

(0)  𝑢 =∑𝑁ᵢ𝑢ᵢ 

𝑖=3

𝑖=1

                                                                    

(2) 𝑣 =∑𝑁ᵢ𝑣ᵢ

𝑖=3

𝑖=1

                                                                      

 

سرعت در جهت  مؤلفه 𝑣𝑖 وx  محور مؤلفه سرعت در جهت 𝑢𝑖که 

صورت زیر تعریف تابع شکل خطی است که به iNو  است yمحور 

  :شودمی
 

(2) 𝑁1 = [(𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2) + 𝑦23𝑥 + 𝑥32𝑦]/2𝐴 
 

(9) 𝑁2 = [(𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3) + 𝑦31𝑥 + 𝑥13𝑦]/2𝐴 
 

(9) 𝑁3 = [(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) + 𝑦12𝑥 + 𝑥21𝑦]/2𝐴 
 

 داریم: (9( و )9( و )2روابط )که در 
 

 

𝑦3-𝑦2=𝑦23                                    𝑥2 -𝑥3=𝑥32 
𝑦1-𝑦3= 𝑦31                                    𝑥3-𝑥1=𝑥13 

𝑦2-𝑦1=𝑦12                                      𝑥1-𝑥2=𝑥21 

 
 

 :شودصورت زیر نوشته میمساحت هر المان است و به نیز A و
 

 𝐴 =
|(𝑥1−𝑥3)(𝑦2−𝑦3)−(𝑥3−𝑥2)(𝑦3−𝑦1)|

2
 

 

ها و نیز اعمال شرایط مرزی، محدودیت ادامه به نحوۀدر 

 .ه شده استپرداخت کلمب -تسلیم مورسازی معیار خطی

 

 هاالمانمحدوديت قانون جريان در  -5-2

های المان جهت اطمینان از خطی بودن معادلات و فرمول

ی صفحات وسیلۀبه کلمب -معیار تسلیم موهرمحدود لازم است تا 

ع . این موضوشوندسازی خطی ،شوندمیکه بر معیار تسلیم مماس 

زیر معیار تسلیم خطی  رابطۀ است. شده داده( نشان 0در شکل )

 .دهدشده را نشان می
 

(1) 𝐹𝑘 = 𝐴𝑘𝜎𝑘 + 𝐵𝑘𝜎𝑘 + 𝐶𝑘𝜏𝑥𝑦 − 2𝑐 cos𝜑 

 

 ( داریم:1) رابطهدر 
 

 

𝐴𝑘 = cos𝛼𝑘 + sin𝜑 
𝐵𝑘 = sin 𝜑 − 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑘 
𝐶𝑘 = 2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 

𝛼𝑘 =
2𝑘𝜋

𝑝
 

𝑘 = 1,2, … , 𝑝 
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حد بالای ظرفیت باربری، میدان سرعت بایستی  محاسبهبرای 

 محدودیت نماید. ءناشی از قانون جریان را ارضا هایمحدودیت

 زیر صورتبهسازی شده قانون جریان برای سطح تسلیم خطی

 است:
 

(8) ∑
𝜕𝑁ᵢ

𝜕𝑥
𝑢ᵢ

𝑖=3

𝑖=1

 −  ∑ 𝜆̇𝑘

𝑘=𝑝

𝑘=1

𝐴𝑘  = 0                  λ̇ ⩾ 0 

 
 

(83) ∑
𝜕𝑁ᵢ

𝜕𝑦
𝑣ᵢ

𝑖=3

𝑖=1

 −  ∑ 𝜆̇𝑘

𝑘=𝑝

𝑘=1

𝐵𝑘 = 0                    𝜆̇ ⩾ 0    

 
 

(88) ∑
𝜕𝑁ᵢ

𝜕𝑥
𝑢ᵢ

𝑖=3

𝑖=1

+∑
𝜕𝑁ᵢ

𝜕𝑦
𝑢ᵢ

𝑖=3

𝑖=1

− ∑ 𝜆̇𝑘

𝑘=𝑝

𝑘=1

𝐶𝑘 = 0  𝜆̇ ⩾ 0 

 
 

امین گوشه از سطح  kنرخ پلاستیک شدگی مربوط به  𝜆̇𝑘که در آن 

 .مثبت است تسلیم و همواره

 

 
کمک کلمب به -خطی سازی معيار تسليم مور -5شکل 

 ضلعی محيطیسه

 

 سرعت هایناپيوستگیمحدوديت قانون جريان در  -5-5
حد بالای بار گسیختگی زمانی بالاتر از مقدار واقعی قرار 

های ناشی از قانون جریان در خواهد گرفت که محدودیت

یک ناپیوستگی  (2)های سرعت نیز اعمال شود. شکل ناپیوستگی

تگی های مجاور در ناپیوسدهد. مختصات گرهنشان می سرعت را

 .است ضخامت ناپیوستگی صفر دیگرعبارتبه ،یکسان است

 

                                                 
4. Kinematics 

 
 

 ناپيوستگی سرعت و متغيرهای مربوطه -0شکل 

 

لحاظ  های نرمال و مماسی ازهای سرعتکه پرشبرای این

مایند ن ءبایستی قانون جریان را ارضا ،باشند قبولقابل 2یکینماتیس

 :شودمی زیر نوشتهطریق کلمب به -مور که براساس معیار
 

(84) ∆𝑣 = ∆𝑢 tan 𝜑 
 

 𝑢∆ تغییرات سرعت در جهت عمود بر ناپیوستگی و 𝑣∆که 

تغییرات سرعت در جهت مماس بر ناپیوستگی است. برای جفت 

,𝑖)گره  𝑗) های مماسی وواقع بر روی ناپیوستگی، تغییرات سرعت 

 :شودصورت روابط زیر بیان میعمود به
 

(80) ∆uij = uij
+ − uij

− = (uj − ui)cosθ

+ (vj − vi)sinθ 
 

(82) ∆vij = (uij
+ + uij

−)tanφ 
 

های زیر نیز باشد و محدودیتمی xناپیوستگی با محور  زاویه 𝜃که 

 :برقرار است
 

(82) uij
+ ≥ 0 

 

(89) uij
− ≥ 0 

 

ر به صورت زیو نهایتاً محدودیت قانون جریان برای ناپیوستگی به

 .(Kleeman ،8882و  Sloan) آیددست می
 

(89) (u𝑖 − uj)sinθ + (vj − vi)cosθ

= (uij
+ + uij

−)tanφ 

 

 شرايط مرزی سرعت -5-0
ا ها رشده بایستی شرایط مرزی سرعتمیدان سرعت محاسبه

زاویه  xبر روی خط مرزی که با جهت  iنیز شامل باشد. برای گره 

θ سازد، رابطه زیر برقرار است.می 
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(81) [
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

] {
𝑢𝑖
𝑣𝑖
} = {

𝑢

𝑣̅
} 

نرمال از  مماسی و سرعت سرعتترتیب مقدار به ῡو  ū آنکه در 

، Kleeman و Sloan) باشندبرای شرایط مرزی می شدهفیتعرقبل 

8882.) 

 

 نيروهای خارجی وسيلهبهاتلاف انرژی  -5-3
 نیروهای خارجی لۀوسیشده بهدر یک المان مثلثی انرژی تلف

 (:Kouzer ،4339و  Kumar) شود( محاسبه می88) رابطه  با
 

(88) 𝑃𝑏 = 𝐶1
𝑇𝑋1 

 

 فوق داریم: رابطۀکه در 
 

 𝐶1
𝑇 =

𝛾𝐴

3
[0 1 0 1 0 1],    𝑋1 =

{
 
 

 
 
𝑢1
𝑣1
𝑢2
𝑣2
𝑢3
𝑣3}
 
 

 
 

 

 

𝛾 .وزن مخصوص خاک زیر پی است 

 

 هاالماناتلاف انرژی در  -5-1

ها این است که جریان بندییک ویژگی مهم در فرمول

ها رخ المانهای سرعت و هم در پلاستیک هم در ناپیوستگی

مجهولات  لۀوسیشده بهدهد. در هر قسمت مقدار توان تلفمی

شود. اتلاف انرژی در بیان می مربوط به آن قسمت محاسبه و

  (:Kouzer ،4339و  Kumar) است زیر صورت رابطهها بهالمان
 

(43) 𝑃𝑐 = 𝐶2
𝑇𝑋2 

 

زیر تعریف  صورتبه( 43) رابطه دهندهتشکیل پارامترهای

 :شوندمی
 

 

𝐶2
𝑇 = 2𝑐𝐴 𝑐𝑜𝑠𝜑[1 1 … 1 … 1] ,  𝑋2 =

{
  
 

  
 
𝜆̇1
𝜆̇2
⋮
𝜆̇𝑘
⋮
𝜆̇𝑝}
  
 

  
 

 

 

 سرعت هایناپيوستگیاتلاف انرژی در  -5-1
ای هدر اثر برش پلاستیک در طول ناپیوستگی شدهتلفتوان 

 (:Kumar, Kouzer ،4339) شودمی نوشتهزیر  رابطۀسرعت با 
 

(48) 𝑃𝑑 = 𝐶3
𝑇𝑋3 

 

 و

 𝐶3
𝑇 = 0.5𝑐𝐿[1 1 1 1],    𝑋3 =

{
 

 
𝑢12
+

𝑢12
−

𝑢34
+

𝑢34
− }
 

 
 

 

 8) هایگرهطول خط ناپیوستگی است که با جفت  Lدر اینجا که 

 ( مشخص گردیده است.2( در شکل )2و  0( و )4و 

 

 خطی ريزیبرنامهبا استفاده از  روابط بندیجمع -5-1
 بر مجهولاتها و قیدهایی که بایستی تابع هدف، محدودیت

 است: شده ارائه( 49( تا )44) اعمال شوند در روابط
 

(44) Min 𝐶1
𝑇𝑋1 + 𝐶2

𝑇𝑋2 + 𝐶3
𝑇𝑋3 

 

(40) 𝐴11𝑋1 − 𝐴12𝑋2 = 𝐵1 
 

(42) 𝐴21𝑋1 − 𝐴23𝑋3 = 𝐵2 
 

(42) 𝐴31𝑋1 = 𝐵3 
 

(49) 𝑋2 ≥ 0,   𝑋3 ≥ 0 
 

های مماسی های گرهی در جهتبردار سرعت 1X ،در روابط بالا

بردار  3Xها و شدگی کل برای المانبردار نرخ پلاستیک 2Xو نرمال، 

ریزی ها است. برای حل مسئله برنامههای ناپیوستگیکلی مشخصه

 شده است افزار متلب استفادهدر نرم Linprogخطی از دستور 

(Kumar  وKouzer ،4339.) 

 

 نتايج و بحث -0

 برای پی نواری  cN نتايج ظرفيت باربری مقايسه -0-2
ازای مقادیر به cN( مقادیر ضریب ظرفیت باربری 8در جدول )

در دو حالت پی با سطح تماس صاف و سطح تماس زبر  𝜑مختلف 

وضوح مشخص است که جدول به ملاحظه شده است. با ارائه

ظرفیت باربری پی با سطح تماس زبر بیشتر از ظرفیت باربری پی 

 ه درشدباربری محاسبهبا سطح تماس صاف است. فاکتور ظرفیت 

 ازجملهآمده توسط سایر محققین دستروش حاضر با مقادیر به

Chen (8883 و )Soubra (8888 از طریق روش تحلیل حدی و )

( و 8820) Terzaghiهای لغزش حل کلاسیک با استفاده از بلوک

 Sahooو  Kumarبرای پی با سطح تماس زبر با نتایج حد بالای 

و  Hjiaj ریزی خطی، حد بالای( با استفاده از برنامه4380)

و  Reddyریزی غیرخطی، برنامه وسیلهبه( 4332همکاران )

مقایسه شده  ،کمک روش خطوط مشخصه( به8888همکاران )

و همکاران با  Hjiajاست. در قسمت پی با سطح تماس زبر نتایج 

تر ر نتایج بهینهریزی غیرخطی نسبت به سایاستفاده از برنامه

باشد. نتایج تحقیق حاضر سازگاری مناسبی با نتایج حاصل از می

دلیل تفاوت در جوانب های جزئی بههای دیگر دارد و اختلافروش
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ر با ریزتر نمودن حاض روش در ها با یکدیگر است.و جزئیات روش

 توان نتایج را بهبود بخشید.ها میمش

روش  یلۀوسبه cNشده برای ظرفیت باربری مقادیر محاسبه

شده توسط ، با مقدار دقیق محاسبهبرای کف پی صاف موجود

 ترسیم و مقایسه شده است: (2( در شکل )49ی )رابطه
 

(49) 𝑁𝑐 = ((𝑒
𝜋.𝑡𝑎𝑛(𝜑). 𝑡𝑎𝑛2(45 +

𝜑
2⁄ )) − 1).cot(𝜑) 

 

توسط شده آمده با مقدار دقیق محاسبهدستنتایج به مقایسه

نشان  که درصد اختلاف دارد 2/9حداکثر  های کلاسیکروش

تواند می بنابراین؛ است مقدار دقیق حد بالای هاجواب دهدمی

ها باشد. آمده از سایر روشدستهای بهمعیاری برای صحت جواب

ها تطابق بسیار خوبی با مقدار دقیق دارد و اختلاف جزئی جواب

دلیل کارآمدی روش موجود در شرایط بارگذاری و هندسه نیز به

 است. اغماضقابلپیچیده، 

 
 هاو مقايسه با ساير روش شدهمحاسبهنتايج حد بالای  -2جدول 

 پی با سطح تماس زبر پی با سطح تماس صاف

𝜑 مطالعه موجود 
Chen 

(8883) 
Soubra 

 مطالعه موجود (8888)
Kumar و Sahoo 

(4380) 

Hjiaj و همکاران 

(4332) 

Reddy و همکاران 

(8888) 

3 49/2 - 82/2 01/2 81/2 - 89/2 

2 92/9 - 23/9 12/9 - 29/9 - 

83 94/1 02/1 09/1 98/1 24/1 29/1 - 

82 22/88 - 88/83 28/88 - 82/88 - 

43 22/82 10/82 19/82 92/82 00/82 80/82 - 

 
 

 

شده با مقدار دقيق محاسبه cN مقايسه ظرفيت باربری -3شکل 

 برای کف پی صاف های کلاسيکتوسط روش

 

 گرهی تحليل بردارهای سرعت -0-2
بردارهای سرعت گرهی جهت و بزرگی حرکت توده خاک در 

-( به9( و )9های )دهد. شکلمحدودۀ مرزبندی شده را نشان می

03𝜑˚ترتیب بردارهای سرعت گرهی مربوط به  برای پی با  =

های از مشاهدۀ شکل سطح تماس صاف و سطح تماس زبر است.

ای ابتد شود که چند بردار دارای نقطهملاحظه مینمایی شده بزرگ

باشد که این نواحی به لبۀ پی می ترنزدیکمشترک در نواحی 

پی دور  های سرعت است. هرچه از لبهدهندۀ ناپیوستگینشان

شوند که شویم بردارهای با این ویژگی نهایتاً ناپدید میمی

پی  به لبه رتیکنزدبیشتر ناپیوستگی در نواحی  تأثیرکنندۀ بیان

 است. 

در مورد پی با سطح تماس زبر بردارهای سرعت تا عمق 

یابند اما برای پی با صورت عمودی ادامه میمشخصی در زیر پی به

سطح تماس صاف بردارهای سرعت از همان ابتدای زیر لبۀ پی 

های باشند. این تفاوت در شکلدارای زاویه نسبت به خط عمود می

این موضوع  است. مشاهدهقابلب(  -9)ب( و  -9)ه نمایی شدبزرگ

جایی افقی خاک تماسی در سطح زیرین پی زبر هبیانگر عدم جاب

 است.

 

 
 )الف(

 
 )ب(

بردارهای سرعت گرهی برای پی با سطح تماس صاف و  -1شکل 

54𝝋  نمايی محدوده کف پیبزرگ (ب ،نمای کلی (الف :=
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 )الف(

 
 )ب(

بردارهای سرعت گرهی برای پی با سطح تماس زبر و  -1کل ش

54𝝋  نمايی محدوده کف پیبزرگ (نمای کلی، ب (الف :=
 

 تأثیرناحیۀ ، الف( -9)الف( و  -9) هایشکلهمچنین در 

ردارها ب تأثیر از ناحیۀ تربزرگبردارها برای پی با سطح تماس زبر 

برای پی با سطح تماس صاف است. همچنین نواحی پلاستیک 

 (8)و  (1)های ترتیب در شکلشدگی برای کف پی صاف و زبر به

 نشان داده شده است.

 

 
 شدگی برای کف پی صافناحيه پلاستيک -1شکل 

 

 
 شدگی برای کف پی زبرناحيه پلاستيک -1شکل 

اثر عمق استقرار بستر سنگی صلب بر روی ظرفيت  -0-5

  cNباربری 

ازای تغییر مقادیر برای پی نواری به cN( مقدار 83در شکل )

𝜑  و افزایش مقدار درجه  23تا  صفرازh/b  نشان داده 9تا  2/3از 

ضخامت خاک موجود روی بستر سنگی صلب است.  hشده است. 

 cNروی مقدار  ییبسزا تأثیر h/bو  𝜑ذکر است که مقادیر قابل

شود برای مقادیر کوچک طور که در شکل مشاهده میدارند. همان

h/b مقدار ،cN طور چشمگیر با افزایش به𝜑یابند.، افزایش می 

 h/bدر نسبتی از  دیگرعبارتیبهاست  bcrH⩾h/b/زمانی که 

شود، بستر صلب که نمودار به خط راست و افقی تبدیل می

را  توان آنگونه تأثیری روی ظرفیت باربری پی ندارد. لذا میهیچ

اما برای حالتی  ؛همانند پی نواری بدون بستر صلب در نظر گرفت

شود نمودار این نتیجه حاصل می است از مشاهده bcrH<  h/b/که 

علاوه با کاهش یابد. بهافزایش می cNمقدار  h/bکه با کاهش 

رفته ابتدا آهسته است. رفته cNافزایش مقادیر  h/bتدریجی مقدار 

تر یابد و اثر افزایشی بساین اختلاف با شیب بیشتری افزایش می

 مثالوانعنبه. شودمیسنگی بر روی ظرفیت باربری بیشتر نمایان 

23𝜑ͦ برای پی نواری در حالت سطح تماس صاف،  2/8ℎو  =
𝑏⁄ =  

در حالت  cNاز ظرفیت باربری  تربزرگرابر ب 2/8تقریباً  cN مقدار

برای مقایسۀ تأثیر بستر سنگی بر روی  بدون بستر سنگی است.

پی با سطح تماس صاف و سطح تماس زبر، در یک تغییر ارتفاع 

 کنیم.را مقایسه می cNمشخص مقدار شیب نمودار 

 

 

 )الف(

 
 )ب(

تأثير بستر سنگی صلب بر روی فاکتور ظرفيت باربری  -24شکل 
cN در حالت چسبندگی ثابت 
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و در زاویه اصطکاک  2/8تا  8از  (h/b) ارتفاع نسبت برای تغییر

 2/9 حدوداًمقدار شیب برای پی با سطح تماس زبر  43°داخلی 

برابر شیب برای پی با سطح تماس صاف است. از این موضوع 

سطح تماس زبر در  برای پی با crHنتیجه گرفت که خط  توانمی

سطح تماس صاف در عمق بیشتری از سطح  مقایسه با پی دارای

یکسان  ازای تغییر ارتفاعبه زیرا .((88))شکل است  شدهواقعپی 

سطح تماس زبر برای پی با  cNدر هر دو پی مقدار شیب نمودار 

گرهی در عمق  هایسرعتبردار  دهدمیکه نشان  ؛بیشتر است

برای  cNمقدار  که شودمیحتی ملاحظه  .اندکردهبیشتری نفوذ 

83𝜑°تماس زبر و پی با سطح  برای  شدهمحاسبهبیشتر از مقدار  =

𝜑 43°پی با سطح تماس صاف در  و در ارتفاع یکسان  =

2/ ℎ/𝑏 = شود که کاهش عمق مشاهده می هنگام بهباشد. می 3

از مقدار  cNدر عمق مشخص متوقف شده و  𝜑گراف مربوط به هر 

روج خ دهندهمتناظر با آن عمق فراتر نرفته است. این موضوع نشان

بندی در آن عمق مش بردارهای سرعت گرهی از مرز افقی محدوده

𝜑مشخص است. در  ≥ این امر برای پی با سطح زبر در عمق  20

 بیشتری نسبت به پی با سطح تماس صاف به وقوع پیوسته است.

 

 
 برای کف پی  𝝋 برحسبق بحرانی متغييرات ع -22شکل 

 صاف و زبر

 

اثر چسبندگی متغير در عمق بر روی ظرفيت باربری  -0-0
cN  

 در شکل 𝜑و  𝜌ازای مقادیر مختلف اثر چسبندگی متغیر به

ی افزایش اثر توانمینمودار  است. از روی شده دادهنشان  (84)

 .مشاهده کرد cN را روی ظرفیت باربریعمق  در متغیر چسبندگی

 در cNدر مورد پی با سطح تماس صاف ظرفیت باربری  برای مثال

𝜌 = برابر نسبت به خاک با چسبندگی ثابت، افزایش  دو حدوداً 3

 هس تقریباًو این عدد برای پی با سطح تماس زبر  دهدمینشان 

 . با لحاظ کردنخاک با چسبندگی ثابت در عمق است برابر حالت

 توانمیدارای این ویژگی  هایخاکاثر چسبندگی متغیر در 

تری را تری از مقاومت خاک داشته طراحی بهینهارزیابی دقیق

 انجام داد.

 
)الف(

 
 (ب)

 𝝆ازای مقادير مختلف به cNضريب ظرفيت باربری  -22شکل 

 کف پی زبر (ب ،کف پی صاف (الف

 

ها واضح است که در یک زاویه اصطکاک نمودار مشاهدۀبا 

 حدفاصلمربوط به  cNداخلی مشخص، بیشترین اختلاف مقدار 

𝜌𝑏میان  = 𝜌𝑏و  0 = است که نشان از تأثیرگذاری فراوان و  1

افزایشی چسبندگی متغیر در عمق، نسبت به حالت چسبندگی 

𝜌𝑏)ثابت در عمق  = است که با  ذکرشایان درنهایتو  دارد( 0

یافته است که شیب نمودارها متغیر بوده و افزایش 𝜑افزایش 

چسبندگی متغیر، بیشتر  تأثیر 𝜑توان نتیجه گرفت با افزایش می

𝜌𝑏شیب نمودار برای سطح تماس صاف در  مثلاًخواهد شد.  = 5 

≥ 83 و 𝜑 ≥ 82 و برای 2/8 برابر تقریباً 2 ≥ 𝜑  2/4 برابر 83 ≥

𝜌𝑏نمودار برای  است اما شیب =  تقریباً در همه جای نمودار  0

 است. 2/3یکسان و مساوی با 

 

 چسبندگی متغير دراثر بستر سنگی بر روی خاک با  -0-3

 عمق

زمان مفاهیم در این بخش به نحوی ادغام نمودارها و تأثیر هم

گیرد. به هنگام کاهش عمق دو بخش قبل موردبررسی قرار می

 گونه که در بخشخاک و افزایش ضخامت بستر سنگی همان

رود ظرفیت باربری خاک افزایش شد، انتظار می( نشان داده2-0)
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بحرانی بیشتر فاصله بگیریم و ضخامت خاک یابد. هرچه از عمق 

شود؛ اما تر شود، سیر افزایشی ظرفیت باربری بیشتر میتر و کمکم

در مورد خاک غیرهمگن و با چسبندگی متغیر در عمق، این امر 

کند. این در عمق بسیار کم و نزدیک به سطح صدق می

ک ( نمایان است که برای خا80گیری در نمودارهای شکل )نتیجه

شده و با به بعد شروع h/b=2تغییرات ظرفیت باربری از  𝜌𝑏=5با 

شود. این در و عبور از آن بیشتر می h/b=1تر شدن به نزدیک

 (0𝜌𝑏=) برای خاک با چسبندگی ثابت cNحالی است که تغییرات 

یابد. افتد و با شیب بیشتری ادامه میهای بیشتر اتفاق میدر عمق

و با چسبندگی  h/b=4در  c( مقدار 4) برای مثال و براساس رابطه

برابر مقدار چسبندگی در سطح است که با  48، (𝜌𝑏=5)متغیر 

 89این نسبت به  h/b=3کاهش عمق خاک و رسیدن به مقدار 

 رسد.برابر می

 

 

 )الف(

 
 )ب(

اثر بستر سنگی بر روی خاک با چسبندگی متغير در  -25شکل 

54𝝋° (الف :و زبر حالت کف پی صاف 24𝝋° (ب، = = 

 

این کاهش چسبندگی در عمق مفروض و از سوی دیگر 

افزایش ظرفیت باربری به دلیل افزایش ضخامت بستر سنگی منجر 

شود. تا جایی که روند کاهشی عمق سبب می cNبه ثبات مقدار 

اثر شدن چسبندگی متغیر روی ضریب رفته بیکاهش و حتی رفته

cN  شده و اثر افزایشی بستر سنگی اثر غالب گردد و نمودار از حالت

افقی خارج شود. دلیل وجود اعداد بسیار بزرگ برای ظرفیت 

 ر سنگی(، نزدیک شدن عمق استقرار بست80در شکل ) cNباربری 

به عدد صفر است. بدین معنا که پی بر بستر سنگی صلب بنا نهاده 

 نهایت میل خواهد کرد.شده و ظرفیت باربری پی به سمت بی

 

 گيریهنتيج خلاصه و -3

بر روی ضریب ظرفیت  تأثیرگذارعوامل ، پژوهشدر این 

حد بالای آنالیز حدی، المان  هقضیترکیب  وسیلهبه cNباربری 

 ازجملۀاست.  گرفته قرار موردبررسیخطی  ریزیبرنامهمحدود و 

 .اشدبمیاین عوامل اثر بستر سنگی و چسبندگی متغیر در عمق 

مثبت و افزایشی روی ظرفیت باربری پی  تأثیربستر سنگی 

برای پی نواری در حالت سطح تماس  مثالعنوانبهنواری دارد. 

23𝜑°صاف،   2/8ℎو  =
𝑏⁄  تربزرگبرابر  2/8تقریباً  cNمقدار  ، =

 در حالت بدون بستر سنگی است. cNاز ظرفیت باربری 

 افزایشی روی ظرفیت باربری تأثیرعمق  افزایش چسبندگی در

در مورد پی با سطح تماس صاف ظرفیت باربری  مثال دارد برای

cN  برای𝜌 = برابر نسبت به خاک با چسبندگی ثابت،  دو حدوداً 3

 ریباً تقو این عدد برای پی با سطح تماس زبر  دهدمیافزایش نشان 

برابر حالت خاک با چسبندگی ثابت در عمق است. با لحاظ  سه

 وانتمیدارای این ویژگی  هایخاککردن اثر چسبندگی متغیر در 

 نمود. تراقتصادیپروژه را 

( 2-2در بخش ) تفصیلبهدو عامل فوق نیز  زمانهم تأثیر

به هنگام کاهش عمق استقرار بستر سنگی  .قرار گرفت موردبحث

تری تا عمق بسیار کم cNگی متغیر، مقدار ددر خاک با چسبن

  اند.منسبت به خاک به چسبندگی ثابت بدون تغییر باقی می

المان  که تعداد استها لازم برای بهبود بخشیدن به جواب

ردازش پبا قدرت  ایرایانه در این صورتکه  بیشتری استفاده گردد

 .خواهد بود موردنیازبالا و زمان بیشتر 
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1. Introduction 

The purpose of this paper is to investigate the influence of the bedrock and inhomogeneity of strength in 
depth, on bearing capacity of shallow strip footings. An upper bound limit analysis was applied which 
assumes a perfectly plastic soil model with an associated flow rule, using finite element and linear 
programming. 
 

2. Methodology 

2.1. Problem definition 

Soil profiles are often assumed to be homogeneous, but usually undrained shear strength of the normally 
consolidated clayey soils increases with depth. For small footings assuming 𝜑 = 0 and using the average value 
for cu can be acceptable, but for large footings changes in cu values with soil depth will have considerable 
effect on the bearing capacity of footings. Assumption that the cohesion is a function of depth, it could be 
expressed in terms of a linear relationship as below: 
 

𝑐𝑢 = 𝑐0 + (𝜌𝑏)𝑧 (1) 
 

in which, C0 is the cohesion at ground surface, b is the footing width and 𝜌 is the coefficient of cohesion 
corresponding to depth (z) (Yang, 2016). 

Also, the effect of bedrock on bearing capacity factor Nc has been investigated by the dimensionless 

parameter ℎ 𝑏⁄  in which h, is the soil depth. 

 

2.2. Formulation 

The objective function, restrictions, and adverbs to be applied to the objects by the linear programming 
are given below (Sloan and Kleeman, 1995).  
 

Minimize 𝐶1
𝑇𝑋1 + 𝐶2

𝑇𝑋2 + 𝐶3
𝑇𝑋3  (2) 

 

Subjected 𝐴11𝑋1 − 𝐴12𝑋2 = 𝐵1 (3) 
 

 

𝐴31𝑋1 = 𝐵3 (5) 

𝐴21𝑋1 − 𝐴23𝑋3 = 𝐵2 (4) 
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3. Results and discussion 

3.1. Effect of rigid bedrock on the bearing capacity factor Nc 

If there is bedrock in the depth where the dimensionless ratio (h/b) is smaller than the ratio (Hcr / b), 
then the bedrock will affect the bounds of the failure mechanism and the ultimate bearing capacity. Hcr is the 
critical depth. 

 

 

Fig. 1. Effect of rigid bedrock on the bearing capacity factor Nc 

 

3.2. Effect of variable cohesion in depth on the bearing capacity factor Nc 

The effect of variable cohesion on the bearing capacity for various values of 𝜌 and 𝜑 is shown in Fig. 2. 
From this figure it could be concluded that increasing cohesion in depth has an incremental effect on the 
bearing capacity. For example, in the case of smooth footings the bearing capacity Nc for 𝜌 = 3 is about 2 
times greater than that of constant cohesion. 

 

 

Fig. 2. Bearing capacity factor Nc against different values of 𝜌 

 

3.3. Effect of simultaneous bedrock and cohesion variations on the bearing capacity 

In this section using the integration of the diagrams, the simultaneous impact of the bedrock and cohesion, 
are presented. The soil bearing capacity is expected to increase as soil depth decreases. The greater the 
distance from the critical depth or the less depth of the soil, results in the greater increase in the bearing 
capacity. But in the case of non-homogeneous soils with variable cohesion in depth, this applies at very low 
altitudes close to the surface. This conclusion is shown in Fig. 3. 
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Fig. 3. The effect of bedrock on soil with variable cohesion 

 

4. Conclusions 

The factors affecting the bearing capacity Nc were investigated by combining the upper bound theorem of 
limit analysis, finite element and linear programming. Two of these factors are the effect of bedrock and 
variable cohesion in depth. 

The bedrock has a positive and incremental effect on the bearing capacity of the strip footings. For 

example, the value of Nc for smooth strip footings with bedrock underlying a soil having 𝜑 = 40 and ℎ 𝑏⁄ =

1.5 is approximately 1.5 times greater than the bearing capacity of Nc in the condition without bedrock. 
Increasing cohesion in depth has an incremental effect on bearing capacity. For example, in the case of 

smooth footings, the bearing capacity factor Nc for 𝜌 = 3 is about 2 times greater than that of constant 
cohesion in depth. This number for rough footings is about 3 times greater than the soil with constant 
cohesion in depth. 

Considering the simultaneous bedrock and variable cohesion with depth, it can be concluded that having 
bedrock in soil with variable cohesion, causes the stability of Nc value to a depth which is close to the ground 
surface. 
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